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AVERTISSEMENT. 



Le Volume que nous présentons au public contient 
la fin de la correspondance d'Hermite et de Stieltjes. 

Les lecteurs trouveront en tête un beau portrait 
- d'Hermite datant de sa première jeunesse, de sa vingt- 
cinquième année environ. M. Picard, qui le possède, 
a bien voulu en autoriser la reproduction. Qu'il 
reçoive ici Texpression de notre vive gratitude pour 
toutes les marques d'intérêt qu'il n'a cessé de nous 
donner pendant la publication de cette correspon- 
dance. 

lia grande obligeance de M. Mittag-LelBer nous a 
permis de terminer ce volume en imprimant quatre 
lettres que Stieltjes lui avait jadis adressées. Ces lettres 
nous paraissent intéressantes pour l'histoire des idées 
de Stieltjes et la théorie de la fonction C(^) de 
Riemann. 

En terminant, nous adressons nos remerciements 
à M. Gau thier- Villa rs qui a accueilli avec empresse- 
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ment cette publication et a tout fait pour en augmenter 

Tattrait, Grâce à lui, nous pouTons offrir à nos 

lecteurs un intéressant fac-similé de récriture de 

Stieltjes. 

B. Baillaud, h» Bourgbt. 

TookMue, «6 llfftor i^i^S. 
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ERRATA DU TOME I. 



Page 3Sy ligne 7 en remontant, au lieu de ^y^)* lireEl^y 

» io3, ligne 4, au Heu de k%/{»\) -h Ai/(*i) -4-...-h A«/(dr«), lire 

A|G(*i)-hA,G(*,)H-...-l-A«G(*,). 

• io6| ligne 12 en remontant, faire la même eorreetion» 

I 1' S' i* 
» »74, ligne i3, au lieu ^ j -»- ^ « jr "*" ^T "♦""•» '*^* 

' I a* 3* 4* 

" •♦• "T "7" "^ "7" "T^ ■♦• • • •• 

e e« •• e* 
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CORRESPONDANCE 

D'flERMITE ET DE STIELTJES. 



%%1. - STIELTJES A HEHHtTE («). 

Kralingen» i8 octobre 1889. 
Chkr MoKSIBUli 

Cest ici que j'ai reçu votre lettre, le mal n*a pas d'imporiance 
et a ëtë bien vite répare. J*ai pu retrouver sans difficulté mes 
corrections et vous devez recevoir la feuille corrigée en même 
V V temps qi^ celte lettre. 

Je dois vous avouer cependant que, ne voyant pas d'autres 
^ ^ feuilles à corriger, j'ai craint un moment quelque malentendu et 
j'avais justement écrit à M. Jordan pour lui faire savoir que je suis 
toujours ici, ayant fixé mon départ pour le 29 octobre. Mais, toute 
réflexion faite, je ne résiste point i la tentation de passer quelques 
jours à Paris et je ferai en sorte d'assister à la séance de l'Aca- 
^ demie du a8 octobre. J'aurai alors, je l'espère bien, le vif plaisir 
de vous voir en bonne santé. 

Quant aux intégrales v 



/<'>-/' 



e*'*sinam«ef«, 



en écrivant au lieu de sin am^ le développement en série périodique 
de sinus, on trouve une expression 



/<')-2;;;é 



a 



(*) Kof d€s éM0urê, — Il y • tùrement de» letires entre le n Juillet et le 
18 octobre. No«t n'en avont retronvé atteune. 
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(les A ci a étant positifs) qui met en évidence la natun» analjtique 
de la fonction /{x). Biais aussi la théorie de la convergence des 
expressions de la forme 

devient applicable. ' 

Cette question se rattache donc à la Nota que vous avea bien 
voulu présenter à l'Académie dernièrement. J'avais complète- 
ment perdu de vue les fractions continues d'Eisenstein, concer- 
nant A -t- iB,- en supposant sn jt sss A* + B*. 

Je ne manquerai pas de les examiner maintenant que vous venes 
de me les. signaler. 

En attendant de vous^revoir bientôt en bonne santé, je vous 
prie de vouloir bien me croire 

Votre très dévoué. 

Park HoAÎttcea B 990^, Kraliagea (HMIatde). 
8M. -- STKLTJKS A HEBMtTE (•). 



Cnaa MoMsiiua, 

Vous recevrei avec cette lettre la quatrième feuille de l'Ouvrage 
d'Halphen. Je crois devoir dire quelques mots pour justifier 
quelques-unes de mes corrections qui portent sur le texte d'Hal- 
phen. A la page 5£, il s'agit d'une fonction algébrique de g% dont 
deux déterminations s'annulent avec g%. Lorsque g^ est très petit, 
on obtient les valeurs principales de ces racines 






<>) Ntêdm4di%mn* — Il y • tafCMcat des leUfct pcrdast satri kt l«tlict Vt 

et ns. 
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Il en résulte que ces deux racines ne se permulcnt pas autour 
de ^2 = 0, mais restent holomorphes. 

Le point considéré est ce que Briot el Bouquet appellent un 
point neutre {Fonct. eilipt., 2* édil., p. Sg). 

Lorsque gf change de signe^ la valeur principale de j/ ou jt^ ne 
change pas, de là le changement qu^il m'a semblé nécessaire 
d'apporter au texte. A la page 54? il s'agit aussi d'un point neutre, 
mais là l'affirmation d'Halphen (relative au changement de signe 
du coefficient de 1) est exacte. 

Halphen examine d'abord deux cas particuliers. D'almrd 

(p. 5a e. ».)^ le cas oik i4ar> ^t== o, 

ensuite 

( p. 54 e* s.) !« cas où ^1 s o. 

Il me semble (|u'il avait d'abord l'intention de rejeter ce 
cas g2^=o vers la fin. C'est ce qui paraît résulter de l'alinéa 
page 60, qui suit Tentéle « Résolution du problème de la division 
par 7 )>. Mais avec la rédaction dcfiniti\ement adoptée il fallait 
changer un peu cet alinéa, je l'ai fait de mon mieux. 

Je n'ai pas manqué d'expédier le texte des discours d'inaugura- 
tion de la Sorbonne à M. Legoux qui occupe une situation impor- 
tante dans l'Académie des Sciences, etc. de Toulouse. 

J'ai aussi, et avec beaucoup de plaisir, exprimé à M. Baillaud les 
sentiments que vous témoignez à son égard. En causant avec lui et 
en parlant de nos Annales^ il m'a engagé aussi à vous rappeler que 
nous serions bien heureux si vous pouviez nous donner encore un 
Mémoire. J'avoue qi|f vous pourriez dire, avec quelque raison : 
« Voilà une gratitude bien intéressée I » J'ai commencé à examiner 
les manuscrits d'Halphen,* mais tant que j'ai des Leçons à faire, 
cela ne marche pas très vite. Je compté surtout sur les quelques 
jours de vacances, vers le nouvel an, pour mener à bonne fin 
cette entreprise. 

Veuillez bien, je vous prie, rappeler M"* Stieltjes au bon souve- 
nir de MM"** Hermite et Picard et cro^ei-moi toujours 

Votre très dévoué. 
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PMTMi %% 4M9MMW iN^ 

Motf cHsm Aifiy 

Le floin si conscieDcieiuL que vous epportei à l'élude eiUéne- 
meut difficile du texte d*Halpheii nous rend un senriee dont je 
vous suis on ne peut plus reconnaissant. 

Pourquoi donc^ à propos de Fëquation du cinquième degré, 
n'annonce-t-il point Tobjet principal qu'il a en vue, de réduire à 
l'équation elliptique une équation quelconque, en ne s'adjoignaut 
qu^une racine carrée en outre du discriminant? C'est là un très 
beau résultat, mais je regrette qu'il ne dise pas qu'il estde M. Jor- 
dan; ce dont je me plains d'ailleurs tient, sans aucun doute, à ma 
paresse, et d'autres comprendront sans peine tous ces calculs qui 
me semblent trop condensés et par suite obscurs. 

Je n'ai pu me remettre encore à l'ouvrage, ajrant eu un autre 

discours A faire, après celui de la Sorbonne; voici la seule pelite 

chose qui me soit venue è l'esprit, en faisant une interrogation au 

Collège Stanislas. Il s'agissait des fractions continues; j'ai donné è 

un élève la démonstration suivante de la proposition de Lagrange, 

sur les racines de l'équation du second degré è coefficients entiers 

. P P* 
Ax* 4- a Bx + C = o. Soient q • 5? deux réduites consécutif es du 

développement en fraction continue jr, que je suppose positive, 

P* 
et y le quotient complet qui correspond à ^- On aura comme on 

sait 

Pr-fP 

d'où cette équation tny 

en posant 

O « AP^ ^ sBP'Q'^ CQ\ 

H » APP^ BCPQ ^Q'P)^GQQ', 

K«AP> ^sBPQ^CQS 
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ce qui donne 

Ht— GK « ( B«— AC) ( PQ'— QP')« « B»— AC. 

Cela ëlant, je reinar<|iie que la racine x élanl comprise entre -x 

!•' . ... 

et ^,9 les «juantitëA G et K. seront des signes contraires à partir. 

d\in certain point dii développement, aussitôt que les réduites 
seront assez voisines |)our ne renfermer dans leur intervalle que 
cette seule racine x. Kl cette circonstance arrivera nécessairement 
puisque la difTérence des réduites diminue indéfiniment. 

[jCs coefficients G et K. étant de signes contraires, la relation 

Ht— (;ilra»t.AG 

montre qu^'ls seront limités ainsi que U^ de sorte que les équations 
du second degré en y se reproduiront, ce qui démontre la pério- 
dicité du développement. 

Veuilles, mon cher ami, faire parvenir à M"'^ 8 tielljès les compli- 
ments de M"* Picard, de M"* Hermite et me croire votre bien 
aflectueusement dévoué. 



880. - STIËLTJES A HEH.MiTË, 

! 
Touloute', 33 décembre 1S89. 
Cher MonsiEtin, 

Par une coïncidence fortuite, Tun de mes élèves, M. Bourget, 
fils de Tancien recteur deClermont-Kerrand, me parla, il y a 
quelques jours, du thcorcme de Lagrange ccmcernant le dévelop- 
pement en fractions continues d*une irrationnelle de second degré. 
Je lui disais alors qu^il suffit de remarquer que le discriminant ne 

change pas, car la substitution x = a -H — mise sous forme homo-' 

gène a le déterminant = 1 . Et ensuite, il est clair qu'on doit finir 
par avoir des équations qui présentent une seule variation de signe, 
comme Ta reman|ué Vincent dans le Tome I du Journal de Lion» 
^iltCf remarque que Serret a reproduite dans son Algèbre, Tome I, x 
page 3<>3, \rticle 167 (5* édition). Vous voyei que sur ce point 
je me suis rencontré avec vous* 
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A regard des fractions condnaes, Toici une petite remarque 
qui date de bien longtemps. L'équation 

e*-fr- 1 ^ . jp« 

■ ^^- S 



6-^ 



donnant 

1^ m lo, a, 6, lo, 14, . . . J. 

si je représente, pour alxréger, par 

[«, ai, ai» «tf -.-J 



la fraction continue 



"'•^ 



j*ai cherché aussi le développement de e et de e*. 
Je trouve 

»f4tt 
•f «. I 

!• 8, 1 

• 1- 

Ainsi le predûer nombre % est suivi de groupes de trois nombres 
qui se déduisent de 

•f »*» ■• 

en prenant n = 1, a, 3, 4, . .^.. 

Pour le nombre e* je trouve (mais seulement par induction), 

I, f, 6, So» 8 
>f If 9i 4at II 
I. I, la, S4»i4 
If •» 1. 

On peut faire commencer b période directement aptes 7. 
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En sorle que les deux premiers nombres 7, a sont suivis par 
des groupes de cinq nombres qui se déduisent de 

I, I» 3n, ianH-6, 3n-Ha, 

en posant /i == 1, a, 3^ 4, . . .. Ce n'est pas démontré, mais je ne 
puis guère douter de Texactilude de cette lui, ayant calculé les 
vingt*quatre premiers quotients incomplets (ceux que je viens 
d'écrire). 

Lorsque je me suis occupé de ces choses (cela date de bien loin, 
1877 ou 1878) j'ai fait aussi un nombre de calculs asseï considé- 
rable sur le sujet suivant : j'ai appliqué aux nombres e et e^ la 
méthode de Jacobi {Crelte, t. 69) pour représenter approxima- 
tivement deux nombres par des fractions de même dénominateur. 
L'esprit de cette méthode revient i ceci : étant donnés trois nombres, 



soit 



•'•t 


w^ (dont 


«»• l< 


plus grand), 


/•= 


"(S)- 


/nt = 


"(S)' 




tt| = i», - 


-/•«t. 



et posons 



On peut appliquer à ii|, c^i, ivi le même algorithme, en déduire 

,,.e(^). .,-■=(=:) 

Si l'tm prend 

Jacobi trouve que les //, m/, ... se reproduisent enfin périodi- 
quement, et il est à présumer que le même phénomène a lieu en 
général pour. les irralionnelles du troisième degré. Ceci, il est 
à peu près sûr, doit avoir une liaison étroite avec vos travaux sur 
la réduction continuelle des formes ternaires, exposées en détail 
par M. Charve. 

Mais en appliquant la méthode de Jacobi a « ete', . . ., j'espérais 
rencontrer, comme dans le cas des fractions continues, une loi 
simple, qui aurait montré directement que ces nombres ne sont 
ffas des irrationnelles du troisième degré. Mais je n'ai pas réussi 



Digitized by VjOOQIC 



9 coMuavomumGB » unuTs n m tniLm»* 

ft découvrir une loi •imiile pour les //, iif#; petii-étre u'âi-je pas 
poussé asseï loin le calcul. 

Sous le rapport de la grippe, nous sommes mieux favorisés que 
les Parisiens. U est vrpi qu*il j a aussi des cas, el le personnel de 
rOpéra, par exemple, semble asseï éprouvé* Mais, en général, 
cela ne doit pas avoir pris l'extension de Paris. 

Gomme vous, je trouve très pénible la lecture et la correction 
du texte d'Halphen« c'est aussi mon excuse que cela va si lente» 
ment. J'ai encore une feuille dont la correction me prendra encore 
quelques jours. 

Veuilles bien me croire toujours votre très dévoué. 

P.-'S, -* Je trouve dans mes papiers aussi des calculs relatifs 
au développeïnent en firactions continues de e*, mais sans résultat. 
Toutefois j'ai noté que c^s calculs étaient è refaire^ la valeur enw 
pruntée de é^ étant suspecte. Mais la non-réussite de mes calculs 
relatifs à la méthode de Jacobi m'a fait abandonner ce travail. 



S8i. - STtBLTJES A HERMtTE. 

Tonl^tttCy i4 déeenbre i8l§. 
CuBa MoasiBUB, 

En compulsant avec plus de scun mes anciennes Notes, je viens 
de reconnaître que les développements, en fraction continue de e 
et de e* sont pour ainsi dire d'un caractère très élémentaire et 
peut-être il n'y faut pas attacher grande importance. 

Ces formules sont comprises dans les deux suivantes : . 

I 
(•*•) «^«f«f^ — «f«f ••Sit — 1,1, i,Sit— 1,1, i,7it — I, I, I, ...1, 



•"-[ 



pour A: z=: I , un des quotients étant nul, il s'opère une légère réduc- 
tion et l'on obtient le résultat indiqué pour e. 

Il 7A'-4-S» Seit-f-iS, iiit-«-S, I 
I, i3itH-<(| âcib-t-So, 174*^$, I 
. 1, i94'-»-9, 84il'-4-4«, a3*-i-ii, I 
I, 95it-4-ia, )• 
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Ije» lignes verticales forment des signes arithmétiques. Pour Ar :s o 
il y a encore une légcre réduction et Ton obtient le résultat indiqué 
pour e*. Ces formules («i») et (irti) donnent, lorsque k est entier 
positif, les réductions en fractions continues de forme ordinaire. 
Mais, pour les démontrer, je suppose k quelconque et je pose, dans 

la première, t :s x, dans la seconde, -t = x. 

Ces formules se présentent alors sous la forme suivante : 



(X') fmi^ 



I— •*-+- 



!-•- • 



3-af^ 



l-H 



l-h- 



5-*^- 



l-h 



l-t- 






1 — 1*-+- 



la-H 



5-*|4r-«» 



IH- 



i-t- 



7-i*-^" 



36h 



II— i*-*- 



i-t- 



i-H 






6o-f-. 



et la démonstration devient extrêmement simple. En elFet, on 
connaît la formule 



(©') «'•i^ 



I — • 



a-*- 



an 



je 
1 



X 
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Or, si je pose 



I 
!-♦• — 



'*ïï' 



on a aussi 



**û' 



el il suffit d*appUquer cette transformation pour n = i , 3, 5, 7 
pour passer de (X') à (6'). Dt^mème si je pose 






411 -4-9*4- 



ii-*-4— J*rH 



'*î' 



On •'assoie par le calcul que l'on peul écrire aussi 



j»-t-a — 



*-»-4- 



et il suffit d'appliquer cette transformation pour 11 = 1, 7, iS, 
19, • . • , 6Ar -f- 1 pour passer de (lÊ^') A {B'). 

Vous vojes que cette espèce de rectification n'exige que des 
calculs très élémentaires, cependant on n'y voit pas clair et' cette 
transformation de (a) en (P) est déjè passablement cachée. Existe-t-il 
d'autres réductions du même genre qui donneraient les fractions 
continues pour e*, e^, * . • ? Je veux entreprendre le calcul numé- 
rique pour e*.*., mais, comme je ne m'attends pas à une période de 
moins de vingt-cinq termes, il faudra pousser bien loin l'exactitude 
et prendre é* avec cinquante ou soixante décimales. Cest un tra- 
vail que je réserve pour 1890. 

Veuilles bien accepter, cher Monsieur, mes vœux les plus !»ia- 
cères pour la nouvelle année qui va <H>mmencer. 

Votre très dévoué. 
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%ZZ. — HERMITE A STŒLTJES. 

Parit, 9«i décembre 1889. 
Mon CHER Ami, 

Sojei cliaritakle et excu!ici-inol de ne point nai-^ir le seim de 
voire notation, quand vous écrives 

I, I, 6, :io, S, 

I. 

Comment rattacher ce sjmkole a celui que vous donnei d*abord 

I 



\a, au «t. ...I=aa-+- 



«I- 



a,-*-.. 



Mon eml>arras provient de ce que je ne U*ouve quNme »eule 
ligne dans la parentlicse, tandis que dans e^ vous les mettez un 
nombre indéfini. V^ius voyez que je ne vous comprends guère, et 
il me fi^ut néanmoins vous dire que nous nous entendons parfai- 
tement, sans même avoir besoin de nous parler. Le Tome 76 du 
Journal de Rorchardty p. 34î«, vous en donnera la preuve. En 
pensant ainsi que vous aux puissances de e j*ai été moins hardi, 
mes prétentions nVmt pas élé jusqu*à deviner la loi de dévelo|>- 
pement en fractions continues, j'aurais seulement voulu constater, 
par induction, que les quotients incomplets manifestent une ten- 
dance a croître sans limite. Mais les calculs numériques qu'il faut 
faire sont tellement fastidieux que j'ai craint d'abuser de la pa- 
tience et de la bonne volonté du calculateur auquel j'ai eu recours. 

L*algorithme de Jacobi qui a appelé votre attention s'oflfre 
immédiatement à l'esprit, c'est l'extension toute naturelle, à trois 
nombres, du procédé élémentaire par la recherche du plus grpnd 
commun diviseur entre deux nombres. Mais je crois, dans cette 
circonstance, l'analogie trompeuse; il me parait absolument impos- 
sible, du procédé de Jacobi, de déduire le résultat découvert par 
Dirichlel et de prouver qu'en écrivant par exemple 

||« tss A «t -4- B ir« -I- G l*'», 

où A, B, C sont entiers, cette quantité est de Tordre de -j^ ou 



Digitized by VjOOQIC 



«• La quetUoD etl| eD effet» bien plut eonipleme que dent le 

cas des fracUons eonlinnes. Représente! les entiers A et B, par 
exemple, par les coordonnées d'nn point (ils sont seuls à envi^ 
sager, puisque le troisième élément G en résulte, par la consi*. 
dération que !!« soit le plus petit possible). Vous -pouvea cher- 
cher les minima de !!«, à l'intérieur d*un cercle dont vous ferea 
croître le rajon, ou d'une ellipse, dont vous ferea grandir les axes 
en établissant entre eux une relation arbitraire, etc. C'est ce qui 
m'a amené à prendre pour point de départ, dans cette question, 
la recherche des uiinima successifs de la forme quadratique 

( tt«4r -»- r«^ -4^ ir«s >i -t- 1 jr< -4- Sjrt, 

où S et t sont des paramètres variables. 

Ensuite, cela va de soi, j'ai envisagé la réduction continuelle de 
cette forme quadratique lorsqu'on fait varier les paramètres. Mais 
quel abime entre ce que j'ai fait et ce que j'aurais voulu faire. La 
réduction n'est point un procédé facile ni commode et il n'a rien 
moins fallu que le talent et ^'«ipiniâtreté de M. Charve pour en 
faire application dans quelques cas particuliers, et cependant il 
serait si utile et même absolument indispensable de pouvoir faire 
de nombreuses applications, pour s'éclairer et se diriger, j'ajou* 
terai pour s'inspirer puisqu'il s'agit d'Arithmétique. 

En vous offrant, ainsi qu'à madame Stieltjes, mes souhaits de 
bonne année, pour votre bonheur et celui de vos chers enfants, 
pour le succès de vos recherches, je vous renouvelle, mon cher 
ami, l'assurance de mes sentiments de la plus sincère affection. 

883. - STiSLT/ES A HEBMtTE. 

Toalovte, 97 déeesibre 1889. 

CuBa MojfSIBUB, 

Tout abimé dans le Halphen, 'permette»-moi seulement d'indi* 
quer qu'en écrivant 

••— (7f «. «f If \ «^ 5, 
I, i,6,3o,8, 
1,1,9,4a, II, 
«fi 1. 
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je n*ai voulu donner que la succession des quotients incoinpleu 



i8' 



6^ L 



3o- 



C*est seulement |>our indiquer mieux la loi que je ne les ai pas 
écrits sur une même ïi^ue horizontale, en faisant ainsi des groupes 
de 5 nombres, les lignes verticales sont des progressions arith- 
métiques. Et un phénomène tout seniMahle se montra dans la n'r- 
duction en fraction continue de 

I » 

^l^ e«*-^«, X* «nlicr. 

Arrive-t-ii quelque chose d'analogue pour d^autres puissances 
de e, e^ par exemple? Connue je l'ai dit, je ferai le calcul pour 
e', mais je dois dire que je n'ai presque pas d*cspoir, el que je 
m'expliquerais très bien que l'on n'a|)erçoit une loi simple et gé- 
nérale que dans les cas que j'ai cités déjà. Cependant, pour acquit 
de conscience, ce calcul numérique m'est nécessaire. Si cepen- 
dant e* donnait aussi une fraction continue quasi périi>dique, 
alors, je l'avoue, je serai assez hardi pour conclure que cela arrive 
toujours pour e', x étant rationnel, mais, je l'ai dit déjà, je crois 
que c'est là une chimère. 

Je dois vous remercier particulièrement de m'avoir nidiqué le 
Tome76 du Journal de Borchardi, Je n'avais presque rien retenu 
de cela, et je vois maintenant que c'est très voisin du sujet qui 
m'occupait et peut-être votre travail me fera revenir. Mille remer- 
ctments aussi pour vos remarques sur l'algorithme de Jacoki, je 
dois réfléchir beaucoup là-dessus. Mais pour l'idée que j'avais en 
vue (et qui était de démontrer que e n'est |)as une irrationnelle du 
troisième degré) il me semblait suffisant de savoir que l'algorithme 
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de JaeolM conduit à une •ërie double de ■ombre* 

'.. lu A, 

m^ M|g m%f 

qui déleminent parfailement les rapports u^l^él «^«i comme h 
série des quotient incomplets, 11 est vrai que la proposition que e 
n'est pas. une imtionnelle du troisième degré ne présente plus 
d'intérêt après votre proposition merveilleuse que e n'est pas un 
nombre algébrique, mais il serait encore intéressant d'arriver à 
cette proposition* particulière par une méthode qui se rapprocbe 
plus de la théorie des fractions continues. Mais, si c'est possible, 
cela demandera bien des eflbrts. 

Veuilles bien me croire loujoun votre bien dévoué. 

■ P.'^S,. — If résultat pour e 

#a|a, i/s, it i.4f ■«■f6, i,],8, 1, ...1 

es| si simple què{ certainement on doit l'avoir remarqué déjà. A la 
Gn de Vlnirodêteiio, Euler trouve 

a 



!-♦• 



I 
lOH- 



ce qui.se déduit de 

#-♦-1 " 



a-i- ' 



• h- 



lO- 



384. ^ HEBMtTB A STiBLTJES. 

•» • 
Paris» 7 février iSsa. 
Mow cum Ajfi, ^" 

L'épidémie que vous aves eue à Toulouse, comme nous à PSaris, 
nous a- fait traverser une épreuve dont nous venons de sortir et 
qui a été bien pénible. Le fils aîné de M. Bertrand a été atteint de 
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rinlliienza et 9e»i trouvé la .semaine dertiicre dan» le plus grand 
danger. 

Maintenant nous sommes rassurés et dans Tespéranee que vous 
n'aves été atteints, ni vous, ni madame Slieltjes, ni vos chers 
enfants, je viens vous parler d^une extension de la théorie des 
fractions continues algébriques et d*un algorithme auquel j'ai été 
conduit. 

Soii L\ V, W trois séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de la variable x^ on peut, au moyen des coefiicient3 indé- 
terminés, trouver trois polynômes de degré /t, que je désigne par 
A«, Bjv, Ctt tels qu'on ait 

S désignant, pour abréger, une série g-^ g^x^ g'^x*-^. ... Ce 
sont ces polynômes que je me suis proposé d'obtenir de proche en 
proche pour toutes les valeurs de /i. La première idée qui se pré- 
sente, celle qu'indique une analogie immédiate, mais que je crois 
trompeuse, est de chercher des relations récurrentes de la forme 

Xn-^l — « A/i^l -♦- «' Xn-t-i -♦- «' An, 

B,i-».a as pB«-*.i-*- p'Bm-i -4- P'B«, 

J*y ai renoncé et j'ai suivi une autre voie qui convient uniquement 
k rVlgèbre et non, à mon bien grand regret, k l'Arithmétique. 

Je considère trois nouveaux polynômes, P^, Qm.m I^n-m '® 
premier de degré /t, les suivants du degré /i^i, déti^rminés de 
manière à avoir 

oii S| désigne une série entière comme S. C'est ce qu'on peut 
toujours faire d'après le nombre des coefficients arbitraires qui est 
3/1 4- i; semblablement, je pose ensuite 

Cela étant, j'ajoute les équations précédentes après les avoir 
multipliées par des consUntes a, af^ a"; les coeificients de U, V, 
W seront des polynômes du n^** degré et coïncideront avec A«, B«, 
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C«, en disposant de ces eonstanles de manièfe que le i 

stani elle terme du premier degré disparaissent dans Vt 

aS| -ho^S'i + ^i^S^. Nous prouvons ainsi que l'on a les relations 

d'une grande importance 

G. a « R«.t -4- «' n'a., H- ^ R;. 

Je considère en seeond lieu les trois quantités II 

«•s,^irs;^(Y'jr-f-r)s;. 

qui contiennent chacnne quatre coefficients arbitraires, et je les 
détermine en annulant le terme constant, ceux du prenûer et du 
second degré. Vous remarquerei que dans ces divers cas, un seul 
des coefficients de U, V, W est du degié M-f- 1, les autres sont 
du degré it. Comme on met en évidence dans les seconds membres 
le facteur jp**^*, les premiers membres sont successivement 

up*^,H-vQ.-hWR«. uPi-HV<KM.i-^WR;. up;-^vQ;-hWii;^,. 

et l'on en conclut 

Qi, »(«jp-h|I)Q..« + tQ; -^««.-.i. 

r; «■^R--i-H(P'*H-f)R'^,-HrR;; 

p: -«-p. -i.rP'-,H.(T'jp-f-r)p;.,, 
R'^,«irR^.-HP'R;.,+(Y'*^r)R;. 

Les neuf éléments dont dépendent A«, &«, C* s'obtiennent donc 
de procbe de procbe par un système de relations r é cu rre n tes où 
la. variable n'entre qu'au premier degré. Ces considérations m'ont 
été suggérées par l'étude de l'intégrale 

"* UiJ (s — «)«^«(s — 6)»-^«...(s — /)^» 
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prise le long d'un contour qui comprend a son intérieur tous les 
points a, 6y C9 . . ., /• On trouve que 

PjN, Qff, ••*jTt éunt des polynômes entiers de degrés m, n, . . .^ «; 
puis, si l'on développe suivant les puissances croissantes de x^ 

c'esu4-dire la puissance maximum de x^ relativement aui degrés 
de ces polynômes. Que de recherches dans cette voie I 

Votre bien aflTectionné. 

S86. - HEBMiTB A STiBLTJES. 

Paris, 8 février 1890. 
Mon CHKR Ami, 

Voici pourquoi je considère comme fausse et trompeuse cette 
analogie si naturelle qui conduirait à chercher des relations récur- 
rentes de la forme * v^ 

Aj»^.t« aA||^|-f-a' An^i -+- s'A«i, 

BjM-i ^ aBiM^ -H «'B|i4.i -4- «'Bu, 

GjM>t — • Cn-n -4- «' Cii^i -t- fl^ Cn» 

Je reprends en écrivant A, B, C au lieu de A^, B^, Cm, l'équa- 
tion fondamentale 

UA-hVB-4-WC««x*'*^*S, 

j'écris ensuite, en changeant n en n -^ i et en n H- 2, 

UA'h- VB'-*- IVC « ^«-«-«S', 
UA•-hVB'H-WC•«Jp••*•S^ 
ce qui me donne 

où 

JU««A'.-H«'A'^-«'A, 

ilk««B''H-«'B'-4-fli'B, 



Si l'on veut que a, oc', a' soient entiers en x. il faut nécessaive- t 
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méat les prendre des degrés i, ai et 3, ce qui introduit 9 coeffi* 
cienis arbitraires. Mais il faut qae ron satisfasse à la condition 

qui entraîne précisément 9 équations sons forme homogène. Il 
manque donc une iodéterminée, ce qui me semble condamner 
déCnitivement Fanalogie avec les réduites de la tbéorie des frac- 
tions continues. ' -' 

Un mot encore au sujet des conditions 

Il convient, pour suivre l'analogie avec les fractions continueS| 
d'introduire les quotients 

S' 'S* 

D est alors facile, au mojen des coefficients a, 6, c, • . ., </, V^ 
éy • • ., d'obtenir les valeurs «, ^, y, S qui donnent 

«jp -4- P -4- 7(n -h tjr -f- ejr* ) + S(n'-i- h'x -h e'jr«) « ««S. 

Excusea ce peu de mots et crojei-moi toujours votre bien affec- 
tueusement dévoué. 



386. ^ HEBMiTE A STIELTJES. 

Parity lo ftvffter itss. 
BfoB cnca Avi, 

Votre démonstration est un chef-d'œuvre; vous ne me repro- 
cherei pas, je l'espèrei d'en donner aujourd'hui même communia, 
cation i l'Académie, afin qu'elle soit publiée dans les Compies 
rendus {*). 



(*) Nte dm édUmn. — U 4éb«t 4e la Ittm tedi^M MtteiMat fa'il j a 
f «elqae lettre peidse eatre la lettre 234 et le letiic 23&. 

Il est tùr %wt la dénoMtration doni perle M. Hennite est celle préieatée à 
rAcedénde le le février 1S9D {Swr le fomctiom ëafpomêmiiêilê {Compiei rmtdm, 
t, ex, p. s67*>7o)]. 
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De mon difficile labeur sur la question, il ne reste, el je n'en ai 
aucun regret, que Talgoriilime auquel j*ai été amené pour calculer 
la suite des fractions de même dénominateur qui convergent 
\ers e^i e^j ..., e^. Et même, je me résigne à n'en tirer qu'une 
indication pour arriver, en général, à un mode de calcul des fonc- 
tions nitionnelles de même dénominateur qui représentent un 
nombre quelconque de fonctions avec l'approximation maximum. 
Celle question est étroitement liée à celle de la détermination des 
polynômes A^^ B^, Cn qui satisfont à la condition 

et Ton peut la présenter sous une forme entièrement élémentaire. 
La division algébrique donne à l'égard de deux poljnomes ou de 
deux fonctions développables en séries entières, U et V, les équa- 
tions suivantes : 

(ax-4-P)U-HYV =i?tU,, 

Ui et V| désignant ou bien des polynômes comme U et V, mais 
dont les degrés sont diminués d'une unité, ou bien dans le cas 
général des séries entières. 

Opérant sur ce» quantités comme sur les précédentes, on aura 

(«,x-hP,)Ui-+-Yi V,«i?«U„ 

et ainsi de suite, jusqu'à U« et Vjv* Cela étant, il est aisé de con- 
clure de cet algorithme, les relations 

^1 Q) P'f Q' étant des poljnomes entiers dont le degré figure en 
indice. On en tire comme je vous l'ai précédemment écrit 

a Bib étant des constantes, A« et B« les polynômes de la théorie 
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des fracdonfl coalinoes algébriques, tels que 
UA«-«*VB»««<^tS. 

Pour sortir du domaine des fraetioiis continues, il faut, si je puis 
dire, généraliser la notion de la division algébriqipei «t Fétendre à 
trois poljnomes ou trois fonctions U, V, W en posant les condi* 

tions suivantes : 

(«*-|.(l)U^TVH-«W»«»Ui, 

«'u^(|r»-hf)v+rw •«•¥,/ 
^u-H.irv-h(ir»H-f)W«-4F*w,. 

Un a ainsi Torigine d'un algorithme tout semblable au préeé* 
dent, et d'où l*on tire les neuf poljnomes Pjt, P^, •••, tels qu'on 
ait 

On obtient encore 

A. «À P. -».«'Q«.|-|.^R».|. 

c.««p;.,^«'q;.,h-^r;. 



l*ajoute, ce qui se démontre immédiatement, que le déterminant 



P» Q«^ R»^ 
P^-^i Qi Ri., 
p;-. 01.. Ri 



^ où Ar est une constante* 

La considération de l'intégrale 



6)(s-e)J*^« 

prise le long d'un contour qui comprend les points a, 6, e dimne 
le moyen d'appliquer effectivement la méthode, en permettant 
d'écrire tous les éléments des formules de récurrence. On en tirera, 
j'espère, quelques résultats intéressants, en prenant 

(s-é.)(^-6)(s-e)«s(st_.,^ 
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pour les équations du deuxième degré qui déterminent ê avec 
approximation. 

Une autre application concerne le cas de U = log(j7-*a), 
V =s log(x -* 6), W^log(x — c), qui peut aussi être traité 
complètement; mais il me semblerait surtout curieux de prendre 
par exemple, 

je n*ai pas de doute que dans ce cas la récurrence soit périodique. 

••• en vous renouvelant avec mes plus vives félicitations Tassurance 
de mes meilleurs sentiments. 

P. S. — Permettez-moi de vous engager à lire la démonstration 
concernant ic de Weierstrass dans les SUzungsberichte de 
Berlin; M. Molk en a donné dans le Bulleiin d^octobre 1889, 
p. 1 53, une analjse 



B87. - HERMITB A STIBLTJES. 

Parii, 3 mars 1S90. 
Mon CHER Ami, 

J^ai quelque crainte des retours de Tinfluenza, et comme vos 
lettres m^ont manqué depuis votre communication si remarquable 
et si l>elle où vous a%'ez rapidement démontré la transcendance du 
nombre e, je prends la liberté de vous demander si mon inquiétude 
serait fondée et si vous auriez eu une rechute. M. Poincaré a pris 
grand intérêt à votre travail et a demandé à Picard si vous pouviez' 
traiter de même le rapport de la circonférence au diamètre. J*ai 
su aussi qu'une publication portant pour titre La Nftitirc, dont 
vous n'avez peutrêtre jamais eu connaissance, mais qui est très 
répandue, avait entretenu ses lecteurs de vos recherches. Je 
souhaite bien vivement que l'épidémie ne vous ait point de nouveau 
atteint vous ou les vôtres, et j'attendrai que vous m'ayez rassuré 
pour vous conter ce que je fais avec mes poljnomes qui me 
donnent bien de la peine. 
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C'est dans l'espérance, jnon cher sini, d'avoir bientôt quelques 
mots de vous, et avec tons mes vœnx ponr votre sanlé el celle de 
votre famille, que je vous renouvelle l'assurance de mon affection 
la plus sincère et la plus dévouée. 



SSS. — STiELTJES A HBBMiTE. 

Toalome» € mmn 1891». 



Cbbe Momsibvk, 

Je suis estrèmemeni touché par votre lettre et je m*empresse de 
vous rassurer. Ma santé n'est pas mauvaise quoique j^éprouve 
toujours une certaine fatigue et lassitude. 

Mais si je ne vous ai pas répondu plus tAt, il faut l'attribuer à 
l'état de dénuement intellectuel où je me trouve. J'ai réfléchi 
beaucoup sur le nombre ic après avoir bien étudié leè Mémoires de 
Lindemann et de Weierstrass. Une bonne partie de mes efforts 
ont été faits dans la direction suivante : Tout ce qu'on sait sur la 
nature arithmétique de ic a été obtenu en déffnissant ic comme 

racine d'une équation transcendante cos- = o, •.., sinicsso, 

é^^ — I , ..., mais on n*a pu tirer encore rien, pas même l'incom* 
mensurabilité, des expressions directes, comme 

ei| en général, des séries 

L'étude de ces séries et conjointement celles que Dirichlet a 
considérées dans son Mémoire^ sur la progression arithmétique 
(démonstration qu^il 7 a une infinité de nombres premiers de cette 
forme ak + 6) m*a donc occupé beaucoup. • . mais je n'en ai pu 
rien tirer, mais c'est à poursuivre plus tard. L'année dernière 
j'avais obtenir quelques réductions en fractions continues, par 
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eiemple : 

'('-0 — — 









9^ 

• 






^ 



0| 



î. 



n*(n H- I) 

_ n(nH-i)« 
*•" 4n^t» • 

• 

mais ces fractions conliniies, quoique convergenles, le son! beau- 
coup trop lentement, pour en tirer quelque conclusion au point de 
vue arithmétique, et j'ai dO abandonner tout espoir dans ce mojen. 

En ce moment, vous le voyez, je n'ai que quelques projets, 
mais je ne suis rien. , 

Vous m^avez convaincu complètement qu'il faut abandonner 
l'analogie qui conduit a l'algorithme de Jacobl et à la recherche 
des relations récurrentes de cette forme 

En étudiant, au point de vue arithmétique, l'algorithme de 
Jacobi, j'avais vu aussi se présenter bien des difficultés; ainsi, par 
exemple, dans le cas des fractions continues, la série des quotients 
incomplets (qui n'est assujettie à aucune condition) détermine tou- 
jours un rapport déterminé, mais il n'en est pas ainsi dans l'algo* 
rithme de Jacobi. C'est là une circonstance bien embarrassante et 
qui avait déjà beaucoup ébranlé ma confiance* ^ j 
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Quanl i ma démoDstnlion de la tnnseendance du momhre e^ 
elle est évidemment fondée enûèrement sar vos prineipea el je n*ai 
fait que généraliser votre démonstration dans le cas où il s*agit de 
prouver Timpossibilité de 

J'avais essajé d'abord vainement de prouver qn'on peut toujours 
faire en sorte que les quantités 



t.-P€A-.P. 



ont des signes déierminés A Vopance; il suffirait alors de faire 
en sorte que sa et N* aient même signe pour arriver i une impossi- 
bilité, ! 

Vos nouvelles rechercbes, qui sont pour ainsi dire la continua- 
tion de celles qui se trouveht dans votre Mémoire Sur la fome^ 
iion exponeniiellef m'intéressent en eifet beaucoup et je regrette 
que je n'aie pu faire encore le calcul dans le cas UsssJ^m-ar, 
V = ^(i-4- jp)*, Wss I, ..., cas dans lequel il j aurait périodicité. 

A cause des raisons que j'ai déjA données, vous voudrei bien 
m'excuser si je vous présente une remarque qui n'a pas beaucoup 
d'importance mais qu'il est peutréire bon de noter en passant. 
Elle consiste en ceci. Lorsqu'une fonction analjtique possède une 
ligfhe singulière, il n'est pas nécessaire du tout qu'elle varie brus* 
quement dans le voisinage de cette ligne. Ainsi la série 

I i.a i.a.3 i.a...ii ^ 

a un rajron de convergence = i , et la série est encore convergente |r 
sur le cercle. 

Il en est de même de tontes ses dérivées, en sorte que /{x) et 
toutes ses dérivées sont finies et continues à l'intérieur et sur le 
coniour du cercle. Et cependant cette fonction /(«) n^exisie pas 
en debors du cercle, en sorte qu'il faut considérer le cercle comme 
une ligne singulière. 

En somme /(jr) doit bien présenter quelque cbose de singulier 
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sur le cercle, mais celte singularité est ici beaucoup moins appa- 
rente et pour ainsi dire invisible à Tœil nu. Soit 

/(cosf -♦- isiiif)» P-*-Qi; 

P, Q sont des fonctions réelles de <f qui admettent des dérivées de 
tous les ordres. Mais P(f -h /i) n*est jamais (pour aucune valeur 
de h) égale à 

cette série étant divergente; ou niénic, si pour quelque valeur par- 
ticulière de f elle cfI convergente, elle ne représentera pas même 
dans ce cas P(f -i-/i)« M. Du Bois-Raymond a montré depuis 
longtemps l'existence de telles fonctions d'une variable réelle et 
récemment, dans le Journal de Crelle, M. Lerch en a donné un 
exemple plus simple. La fonction P(^) rentre dans l'exemple 
donné par M. Lerch, mais ce dernier n'a considéré que les fonc- 
tions d'une variable réelle, sans noter quelle conséquence s'en 
déduit pour les foncjlions analytiques. Cette conséquence, du reste, 
était bien évidente et je ne doute pas que M. Lerch ne l'ait fait. 
Mais il est bien probable que, d'ici quelque temps, les géomètres 
rencontreront des fonctions aussi singulières que /(â?). 

Veuilles bien agréer, cher Monsieur, l'expression de mes senti- 
ments les plus dévoués. 



S89 — HERMITE A STŒLTJES. 

Paris, 7 mars 1890. 
Mon CHER ÀMIy 

J'ai passé par la voie douloureuse dans laquelle vous êtes engagé 
en cherchant à démontrer l'irrationnalité de it. J'ai eu cette |>auvre 
idée déconsidérer l'équation sin/i x = o, dont les coefficients sont 

entiers,^ en faisant la remarque que si l'on avait ic ss ^» l'une des 

racines serait S = sin- s=sin~ s=s -^ — ^^ — •... En prenant 

pour inconnue m\^ il faudrait donc que la transformée ait une 
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racine extrémemeni voisine de Tmiilé i — 7— | -»->•••• El je n*ai 

plus rien va, si ce n'est qu'il j a une ceruine coirespondance 
entre la nature arillunétique de k, et l'approximation par des 
firactions des irntionnelles algébriques déBoies par l'équation 
en (• J'ai oublié d'autres lenlatives et les longs oslcob qu'elles 
m'ont céûtés. Une remarque sur l'équation 

Hm^M d»^^ o« plutôt / jr^X« d^ar « • (j^ <«); 

considères l'intégrale , • 

et faites ^1 — aax + a's 1 — o^; la transformée sera 
Vous vojea que a n'j figure qu'au degré /», on a donc 






pour A>/». 

«• Voici une sorte de généralisation des poljnomes de Legendre. 
Considères la quantité 

(s->^y 
[(s~«)(*~6)(s— e>J-^i 

et soient P«(x), P*(ir)f Pr(jr) les résidus correspondant à s s= a, 
6, c qui sont des poljnomes entien en x du degré n\ ils donnent 
lieu à celte relation, où it est une constante arbitraire, 

(^80, i,s,...,sit). 

La quantité Ar disparaît d'elle-même puisque l'on a 
P.(jr)-«. P*( jp)-4* P«< jp) « o* 
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Sôit, par exemple, Ar = a ; on obtient ainsi 

\\ S Cette équation est caractérislic|ue pour les polynômes P^(^)y 
V Pc|[^}) qu'elle définit à un facteur constant près; malheureu- 
sement je ne vois point A quoi elle |>eut servir. Quoi qu'il en soit, 
ils figurent comme X^, dans un mode d'approximation des fonc- 
tions linéaires, mais a trois termes au lieu de deux. Poseï en eliet 

on a évidemment 

S étant une série entière; or, on trouve aisément 

Jiii=Pa(*)log(4P — a)-4.Pé(*)log(* — 6)H-Pe(r)log(«— c)— n(x). 

n(.r) étant du degré /ii — i , ou encore 
^' ' J-.= l\(*)log^^-i-P*(x)lop^-l^-n(ar;, 

X — C X — c 

\ 

^ et vous voye« que l'on obtient YorHre maximum d'approxi- 
mation. 
^ Permettez-moi de donner communication à M. *** de votre 

remarque excellente sur la fonction 



/'*>-2d 



.«n 



Le sujet est important et m'intéresse beaucoup; peut-être vous 
en re|>arlerai-je, si quelque chose me vient à Tesprit. 

Je remets aussi à une autre fois mes polynômes et mon système 
d'approximation; enfin, mon cher ami, en vous recommandant 
Halphen, parce que M. Jordan désirerait aller de l'avant, je vous 
renouvelle, avec ma vive satisfaction d'avoir appris que vous avez 
été atteint seulement de l'alFection que je nomme pig$%tie^ et dont 
je pâtis plus souvent et plus que vous, l'assurance de tout mon 
dévouement et de mes meilleurs sentiments. 
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MO. — STIBLTJBS A pSBMiTE. 
T— ioMt, !• ■• 

Avec «ne épreuve dUalphen, je veux vous envojer quelques 
mots sur votre demiiie lettre qui m*» beaucoup intéresaé. Votre 

démottstretion de / ILmT^dx^szo ou / jr^X«€6rsBO est 

certunement ce qu'il j a de plus simple, et me semble préférable 
à celle de Legendre basée sur le calcul de 



i 



Quant aux polynômes P«(4r)y ^è{x\ ^^(x)^ • • «^ je ne sais 
par qucUe voie vous avea obtenu leurs propriétés, mais j*ai pu 
retrouver vos résultats par le calcul de Tintégrale 

L'analogie avec les poljnomes de Legendre m'a fait penser 
que J doit satisfaire à une équation linéaire du troisième ordre, 
et, sauf erreur dans mon calcul, ce serait 

(i) •"t('>2;s-^»f(')^ -^ ^I^Wj^-i-^C»*— iir. 

et comme on ta 

J a P.( jr) log(jr - «) -f. PA(jr) log(4r — A> -H Pe( ») logiar — c) - 1^, 

on doit satisfaire en<rore à (i) par j^ s= P^, P^ ou P^. Mais vous aves 
sans doute approfondi déjà cette matière. Cest une généralisation 
de la théorie des poljnomes de Legc^ndre, bien différente de celle 
qui conduit M. Heine aux fonctions de Lamé, etc., puisqu'il s'agit ' 
ici d'équations différentielles linéaires d'ordre supérieur, tandis 
que dans les théories d'Heine on a toujours à faire avec des équa- 
tions du second ordre. 
Je ne vois pas plus que vous à quoi pourraient servir ces pro- 
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priëléséléganles 

(^«o, i,a,...,aii) 
ou bien 

Je vois seulemenl qu'on peut en conGlure(en suppoMinla<6<c) 

que les racines de 

P-(#)«o 

sont réelles, inégales et comprises entre a et 6; celles de 

IV(»)-o. 

réelles, inégales et comprises entre b et c, tandis que 
P.(6) et P^(6) 

doivent avoir même signe. 

En somme, je oe crois pas que les propriétés de cette fonction 



/«"-ErS 



— 1 

n 



doivent surprendre, après les travaux sur le principe de Diricblet. 

En effet, il est possible de définir une fonction analytique à Tin- 

lérieur d*un contour C, de telle façon que la partie réelle de la 




fonction soit sur le contour C même, une fonction continue donnée 
d'avance. Or, si la fonction donnée sur le contour, quoique con- 
tinue, n'admet pas de dérivée, ou si elle admet seulement un 
nombre limité de dérivées successives, la fonction n'existera pas 
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en dehors du contour. Et il en tem de même si la fonction snr le 
contoor est une des fonctions de Do Bois-Rajrmond, qui admet 
bien des dérivées de tons les ordres, mais qui n*est pas dévelop- 
pable (en série infinie) par la formule de Taylor. Il semble seu- 
lement que, dans ce dernier cas, on ait réduit à peu près à son 
minimum Tespèce de singularité que doit i^résenter ta fonction si 
elle ne doit exister qu'à l'intérieur du contour. 

Veuille! bien accepter, cher Monsieur, l'expression de ma pro- 
fonde reconnaissance pour les encouragements que yous prodiguex 
à mon. égard et celle de mon entier dévouement. 

341. — aSBMJTE A STiBLTJBS. 

Psrift« S7 mÊK% ligo. 
MoH cnaa Ami, 

Après bien des efforts, bien des calculs, pour généraliser l'algo- 
rithme des firactions continues, je viens de revenir pour j recon- 
naître une erreur à ce qui a été mon point de départ. J'avais cru 
qu'on ne pouvait établir une relation récurrente entre les poly- 
nômes Aa, B«, C^ remplissant la condition 

UA«^- YBa-H WC.« «i-H^S. 

Je m'étais grandement trompé comme vous allei voir. 
Considères ces trois autres relations 

UAiM-i -^ VBiM-i -♦• WCiM-i « «••^S\ 
UA^-K VB^-h WC|^« jrM^y, 
UA«^H- VB»«H- WC,M^«s jr»-«-"S*. 

G>ntrairement A ce que j'avais affirmé, je dis que l'on peut 

déterminer trois quantités entières en x, G, H, K, réalisant la ' 

condition 

«•i»^iS*a G*»*^S'-i- Hjp»*«S'-»- K»»»^S, 

c'estrè-dire 

«•S*» Gjt'S'h- H^S'-H KS. 
Soit en effet : 

K«(Aar^A)jr»^A*««; 
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on trouve, après avoir supprimé le facteur x', 

jr« S" » ^x« S'-+- ( Aar H- V)S' -H ( ** -H it' )S -h ( A'S'-4- 4:'S) j-*. 

Cela étant, je dispose de A, A*, h\ X', de manière à avoir 

\ hr H- A')S'-+- (Aa? -f- k')S =r /«»S„ 

où / reste arbitraire, et j^obtiens 

.^5"= ^S'-f. /S, ^ A'S'-+- A^S. 

Dans cette nouvelle relation entrent quatre constantes gy /, 
A', A^; il est donc possible d'y salisfnire. 

Je ne renonce ceprndani point au point de vue auquel j'avais été 
précédemment amené, mais je dois reconnaître qu'il ne s'impose 
plus d'une façon exclusive ainsi que je l'avais cru. 

Je me sens couvert a vos yeux de confusion et d'humiliation 
pour ainsi me tromper; je me permets ce|>endant de vous féliciter 
vivement de votre découverte sur les racines de P^(j?) = o, en' 
vous demandant s'il vous c(mviendrait que j'en fasse l'exposé 
dans le Mémoire destiné au Journal de M. Jordan. Vous me feriet, 
mon cher ami, grand plaisir de me communiquer votre méthode; 
au retour je vous écrirai ce qu'il m'est arrivé de rencontrer, en 
battant l'estrade de tous les côtés, dans un champ qui ne manque 
point d'étendue, ni d'intérêt. 

En vous informant que M. Jordan a été extrêmement content 
d'avoir votre épreuve d'Halphen et en vous renouvelant l'assurance 
de ma plus sincère affection. 



243. — HERMITE A STISLTJES. 

Paris, le s8 mars i8^. 
MoBi CHER Ami, 

Je me suis lancé hier dans un calcul tête baissée et en oubliant 
absolument que les polynômes G, H, K devaient être du premier, 
du second et du troisième degré. En déplorant mon inadvertance 
j*ai été cependant enchanté de retrouver dans mon algorithme ce ' 
caractère de nécessité qui est pour moi son principal titre i l'exis* 
tence. 
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Je l'ai appliqué eoMpposailt S as I, S'sse', i$^ss«-'*;4Miaalon 
puis cette loi générale de l é currcn ce, permettant de passer de S*, 

J'ai reconnu aussi que les eoelBcients des développements sui- 
vant les puissances croissantes de x, de S«, S*^^ S^ décroisseur 
avec une extrême rapidité, mais en supposant x = i , par exemple, 
j*ai complèLement échoué dans mes tentatives pour avoir Tordre de 
grandeur des quantités A«, B«, • • .. 

Si Ton considère les séries ordonnées suivant les puissances 

décroissantes de la variable et de. la forme - -h ^ + A -h . • • 

mon algorithme se modifie. On est alors conduit à employer une 
nouveUe loi de récurrence, à savoir : 

*-(sr— éi)S-».p'(x— A)S^-f.I/(jr— c)^.riS'-^S;; 

cette loi ajant pour caractère de se conserver dans la composition 
successive des substitutions. Mais les constantes a, ft, e demeurent 
arbitraires; ce sont les coefficients a, ^, . • . qu'on détermine dans 
chaque équation de manière à faire disparaître les termes en x, 

en — et en -:5* 
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L'application au cas des fractions continues est asseï curieuse 
et m'a fait faire bien des calculs. 

Qiemin faisant, j'ai vu qu*en posant 

f>î[(x-i-i)""^«(jp-l)""î| =.♦(*)(«: -vi)t(4r-.ir*, 

le polynôme du degré n a pour expression, si l'on fait x ss cosf , 

an -♦- 1 

cos <p 

♦ (^) = ^ ^ — » 

COft î 

a 
g étant une constante. 

Permettes-moi de vous envoyer quelques mots que m'écrit 
M. *** au sujet de votre fonctior. convergente à l'intérieur de la 
circonférence et sur le cercle. 

M. Laurent dans les Comptes rendais a fait il y a longtemps la 

remarque se rapportant au même sujet que la série ^^ '- qui 

n'a point de dérivée n*est convergente pour aucune valeur ima- 
ginaire de X. En vous renouvelant ma prière pour Pa(.r), et vous 
assurant, mon cher ami, de mon bien alFectueux dévouement. 



348. - STiELTJES A HERMiTE. 

Toulouse, a8 mars i8t^. 
Chkk Momsikur, 

Je suis aussi surpris que vous l'aves pu être par votre annonce 
que vous avez trouvé une erreur dans votre point de départ et, 
quoique je voie bien qu'on ne peut rien reprocherai voire nouveau 
raisonnement, je ne me rends pas compte encore en quel point 
l'ancien se trouvait en défaut. 

Puisque vous le demandez, voici comment j'avais vérifié vos ré- 
sultais ; vous n'oublierez pas que c'est une simple vérification. Pour 
calculer 






(•), 



(* ) Vojet, s*il YOttt plaît, le poêi-^ripium * la fin de ma lettre. 
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k déconpMÎtioB en fractions sinplcft me donne d'abord 

(«-ary ±[ •(«.*) ) 

. P«(ar) . P>(«) . P,f;r> 

6(Sy jt) étant on poljname du degré 3m -— i- en s dont les coeiB* 
cients sont des poljnomes dn degré n eÀ jr« A cause de 

oneneonclut 

6(X| jt) est un poljnome du degré 4^ — > tnXf mais il est divi- 
sible exactement par (x — ^Y^i^ — ^)*(' — ^X" ^^ sorte que le 
quotient est du degré m — i en x et 

l««R«^-P-(jr)log(»^éi)-.PA(»)log(jr— A)-.Pe(jr)log(jr-e). 

Pour établir cette propriété de B{Xf x) je remarque que Féqua- 
tion 

U-jr)« _ d \ e(s,y) ) . P^U) . 

montre directement que B(m^ a) est divisible par (a — a)**, car, si 
je prends x s= a, il j a au premier membre, dans le dénominateur 
seulement, la première puissance de s — e.Dt même, si je prends 
d'abord la dérivée par rapport à jp, j*ai 

[(s^tf)(«-6)(s^e)I-M^ 2i)l(a— )(s-6)(a^e)l-i"^7:rï-^- 

d*où l*on conclut que V(m^ a) doit être divisible par (a — a)^"^/ 
En continuant ainsi, on voit que 

est divisible par (a — a)"-*. Cela étant, Tidentité 
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montre que 6(2, «) est divisible |>àr ($ — a)'", donc aussi par 
(s — 6)'»el(5 — c)*. ^ C. Q. F. D. 

La remarque que j*ai faite sur les racines de Pa(^) s» o est une 
simple application d'un raisonnement bien connu, comme vous 
allei voir. Soit 



ou 



/* 



♦(ar) « Pa(4?) -h Pc(jP) « - Pa(#) (a < J? < 6), 
♦(jp) = P^(^) (6<j?<c). 

Or, d*après un principe que j'appellerai volontiers principe de 
Legendre (il se trouve en germe dans sa démonstration concernant 
les racines de Xm= o), si une fonction /(r) satisfait aux n condi- 
tions 

XPf(x)dxwmO (/»au, 1,*1, ...,n — l). 



I 



f{x) doit présenter dans l'intervalle (a, b) au moins n variations 
de signe. L^hypothèse contraire de /i — i variations de signe au 
plus, conduite une absurdité. Donc <^(a;) doit présenter an moins 
a/i -4- I variations de signe, et ainsi il est clair qu'il doit y en avoir 
exactement /i dans l'intervalle (a, 6), de même n dans l'intervalle 
(6, c) et enfin une lorsque x dépasse la valeur 6« Donc| 

P-(*) et P^(6) 

doivent être de même signe et les polynômes P«(^), Pc(^) ont 
leurs racines dans les intervalles (a, 6), (6, c) respectivement. 

Je ne crois pas qu'on puisse établir quelque chose d'analogue 
pour P^(j?). Tandis que P«(j?) et ^e{x) sont effectivement du 
degré n, j'ai vu, par un cas particulier, que Pè(^) peut s'abaisser 
au degré n — 1 et j'ai vu aussi que toutes les racines de P^(x) =s o 
peuvent être imaginaires. 

Quant i l'équation différentielle linéaire du troisième ordre à 
laquelle on satisfait par 

X » ?^{x), P^(jr), P,(*), }^(x), • 
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je me tms aperça qM eelte diéorie forme un eo partiealier, i 
un cas paiticalier intéressaiii, d'une théorie plus générale exposée 
par M* Jordan dans le Volume III de son Cours [p. a4f t iitlé* 
graiion par des imtégralet définie» (voir en particulier le nP 9fM , 
p, a5o, en bas)]. Mais je suis tout abimé dans le Halphen, keureus 
d'avoir échappé au nombre ic, qui m'a causé un vrai cauchemar* 
J'ai particulièrement éprouvé un vif plaisir, en étudiant la multi- 
plication complexe, de voir clairement comment H. Rronecker a 
obtenu les relations entre le nombre des classes des formes qua- 
dratiques A diCTérents déterminants positifs. J'ai justement, il j a 
quelques jours, envojé A M. Jordan la partie du manuscrit d'Haï- 
phen qui a trait A la dirisîon des périodes, et je pourrai terminer 
maintenant sans ditecultés cette affaire pendant les vacances de 
Pâques. 

Parmi les papiers que m'a cmi&és M. Jordan se trouve une lettre 
datée du ao mars 1889 adressée par M. Kroneckêr à Halphen (à 
l'occasion d'une Note de H. dans les Compies rendtu) où il se 
plaint un peu qu'on n'étudie pas asses ses travaux sur l'Algèbre 
dont il a publié les bases dans le FesUckrift de Kummer. 11 dit 
aussi que ces méthodes s'appliquent aux questions algébriques 
soulevées par la multiplication complexe et permettent seules d*j 
voir clair. Voilà un beau sujet d'études. Si je pouvais l'aborder un 
jour, ce ne serait pas certainement avec l'espoir d'y ajcmter 
quelque chose, mais ce serait déjà quelque chose d'utile si l'on 
pouvait le rendre plus facilement accessible aux géomètres. 

Vous voudrem bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assu- 
rance de mon dévouement bien sincère. 

P. S. '^ Je vois bien que vous ne m'avex pas demandé le 
calcul de Jm; ri j'en ai parié c'est seulement pour vous demander ' 
tt vous avex une autre méthode. On peut bien se tirer d'affaire 
encore en remarquant que l'intégrale 

j ^ r u-^r ■ 



derient pour x = a infinie seulement comme log(jr — a) et 
comme une puissance négative de (x — a), ce qui serait le cas ri 
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la division de 

e(*,jr) par [(j. — a)(jp — 6)(jr -c)]* 

ne se faisait pas exactement, mais cela ne me satisfait pas beaucoup 
à cause de ma démonstration peu élégante de cette propriété de J^* 
En tout cas, je suis bien heureux d'apprendre que vous ailes pu- 
blier cette nouvelle méthode. 



344. - STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 99 mars 1890. 
Cher Monsibvr, 

Permettez-moi de répondre seulement plus tard aux choses 
inléressantes de votre lettre. J'ai vu avec un grand intérêt que 
vous obtenez dans le cas S = 1 , S'=: e*, S'= e^* la loi générale 
de récurrence qui est d'une forme simple. Je crois vous avoir dit 
déjà que, en appliquant la méthode de Jacobi au même exemple, 
je n'ai pas pu découvrir une loi simple, ce qui m'est une nouvelle 
confirmation de la nécessité de votre méthode. 

Mais je dois dire deux mots i l'égard de la Note de M. ***, qui, 
je crois, n'a pas examiné avec assez d'attention mon exemple. 11 
dit, eu eiTet : « Il est clair que toute série de Fourier représentant 
une fonction continue sans dérivée peut être employée pour lé 
même usage. 

» La série V "° ^ ^' rentre dans ce type. Ce doit être de li que 
f 
S. a tiré son exemple ». 

Il y a ici une méprise; la série 

28in(a*jr) 
1.2.../1 

f 

représente une fonction F(ar) qui admet des dérivées de tous les 
ordres. Ce qu'il y a de singulier dans cette fonction 
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Digitized by ^ 



% 



38 comuËWHMmàMCM m*mmwnm n m trwLTJn. 

c'est qu'eUe reste finie avec ses dérivées de ious les ordres pour 
mods = I. Oh voit par I& que Texemple est d'une nature diffé- 
rente que Texemple tiré des fonctions sans dérivée. 
Mais la fonction réelle 

est une de ces fonctions de Du Bois-Raymond qui, quoique admet- 
. tant des dérivées de tous les ordres, ne sont pas développables par 
la série de Tajior. Pour aucune valeur de x et de A on n*a 

^ ' ^ I i.a 

Sans doute M, **^ a confondu la série 

qui représente une fonction sans dérivée. 

Veuillei bien agréer, -cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon entier dévouement. 

P. S. — Je détache d'un cahier de notes quelques pages qui, 
si M. *** veut les parcourir, lui épargneront la peine de chercher» 
Pas besoin de retourner, j'ai dit déjà que je n'attache guère d'i 
portance à cette remarque ( * )• . 



B45. — HEBMËTB A STiBLTJES. 

Qmbcroa (Morbihaa), 7 ami iSyB. 
CflBa Ami, 

Votre lettre m'est arrivée pendant mes préparatifs de départ' 
pour la Bretagne odr je passe les vacances de Pâques. Je comptais 
vous répondre en arrivant A Quiberon, mais une indisposition 
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m^en a empêche; me trouvant remis mainlenant, je m^enipresse 
de vous demander l'autorisation de publier dans les Comptes 

renflas votre Note sur la fonction 7 — '■ 1 d'abord à cause de 

JU 1.1. ../i 

son intérêt et ensuite parce qu^elle se rap|)orte au même sujet qu^un 
travail d*un élève de M. Miltag-I^nicr, présenté tout récemment 
par M. Poincaré. 

Dans deux jours, j'irai à Vannes et après à Bains-dc-Bretagne, 
où j'ai de la famille; je serai rendu à Paris dans une dizaine de 
jours pour ma leçon de la Sorbonue. Je me réjouis de donner à 
mes élèves votre méthode tirée du procédé, si beau, si ingénieux, 
de Legendre, mais auquel vous donnez uu prix tout nouveau en 
l'appliquant à une fonction qui change brusquement sous le signe 
d'intégration. Je suis enchanté de votre remarque sur Pè(^)9 qui 
se comporte d'une tout autre manière que Pa(x) et P<*(x); ce 
résultat est bien curieux mais je ne m'enhardis pas jusqu'à croire 
que si ces poljnomes sont intéressants ils soient importants, c'est- 
à-dire, se présentent ailleurs que dans la question qui leur a donné 
naissance. 

Relativement aux équations diflférentielles linéaires, vous verrez 
que M. Pochammer les a données dans le Journal de Crelle, il y 
a plus de i5 ans; mais je les avais obtenues auparavant, et elles se 
trouvent dans les feuilles lithographiées du Cours d^ Analyse de 
l'École Polytechnique de iSiiS-iSÔy.. 

Je remets à un autre jour, me proposant de le faire avec soin, de 
vous exposer mon traitement de l'intégrale 

j _ /"• {s^x)'^ds 

'^ J, l(*-a)(-»-6)(»-.c)]'»-^«' 

et le mode d'approximation que j^ai obtenu, et que je transporte 
de toute pièce aux séries ordonnées suivant les puissances décrois-* 
santés de la variable. 

Une remarque seulement. 

Déterminez les trois polynômes de degré /i, P»(x), ^e{x)n Q(^) • 
de manière qu'on ait la condition 
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jT^^-jC^^-""-^ 



s, 



vous ponnei écrire 

en po^ni 

qui«stvisi)d«iiieiil on poljnome eiktier en^jr. Maintenant il anffil 
de .développer suivant les puissances descendantes de s pour 
tomber sur la relation 

En vous informant qu*à la dernière séance de 1* Académie M. Faje 
m'a fait connaître M. Bakkujsen et que tous trois nous nous sommes 
longtemps entretenus de vous, je vous renouvellci mon cher ami» 
l'assurance de mon affection la plus dévouée. 

< * ■ I 

MA. ^ STiELTJSS A BEBMiTE. 

ToaUviCt i4 avril tSgo. 
. CflEa MoHMSum, 

J'ai profité aussitôt de la fin des vacances pour prendre connais- 
sance A la bibliothèque de la Note de M. Fredholm que vous 
m'aves signalée. Au fond, c*est enaclement la même remarque que 
je vous avais faite, mais la manière dont M. Fredholm établit ta 
propriété caractéristique de la fonction est très intéressante. Je ne^^ 
crois pas devoir intervenir dans ce cas; la seule chose qu'on peut 
ajouter sur ce sujet c'est que l'existence des fonctions réelles de 
M. Du Bois-Rejmond permet de prévoir cette singularité. » «• 

£n effet, si f{x) est une fonction réelle, admettant des dérivées' * 

•••• 
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de tous les ordres, mais qu'on ne peut pa^ développer par la for- 
mule de Tajior 

f(x -^ h) sa /(a?) -h A/'(a?) -^- — ^/'(ar) -»-. . ., ad inJinUum, 

alors /(sinj?) sera une fonction de même nature; de plus, elle peut 
se développer ainsi : 

/(sinar) s A>«-4- «A»| cotjr -4- «i*i cosadT 4-. • . 
^ HKi si 1107 4- t^t sin air -«-... , 
et la série 

définit alors une fonction qui n'existe pas pour mod s > i , bien 
qu'elle soit finie avec toutes ses dérivées pour mod^=i. Mais 
d'autres en ont fait la remarque déjà sans doute, et cela ne m'éton- 
nerait pas si M. I^rch avait appelé Tattentionsurcc point. Comme 
il a donné tout récemment dans le Journal de Kronecker un 
exemple très simple de ces fonctions de Du Bois-Reymond, et pré- 
cisément sous forme de série de Fourier, en sorte qu'on peut écrire 
directement la fonction f (s), je crois devoir m'abstenir. 

Je dois avouer à ma honte que je ne connaissais pas les feuilles 
autographiées de votre Cours à l'Ëcole Polytechnique, mais c'est 
une bonne occasion pour combler cette lacune. Pour le moment j'ai 
un travail moins amusant; copies a corriger pour le baccalauréat! 

Veuillez bien me croire toujours votre sincèrement dévoué. 



»47. - HERMÎTE A STIELTJES, 

Pvrifi, 8 mai iSifO. 
Mon chkr Ami, 

Les compositions de baccalauréat a noter, les examens à la Fa- 
culté, les leçons à préparer m'ont fait bienU^t perdre le bénéfice 
des vacances de Pâques. Je ne puis vous dire à quels elForts je suis 
condamné pour comprendre quelque chose aux épures de la Géo- 
métrie descriptive, que je déteste, et à des choses comme la formule 
des annuités en Arithmétique, etc. Combien sont heureux ceux 
qui peuvent ne songer qu*à l' Analyse! Tout dernièrement j'ai eu 
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connaissâiicey en feuillelani le Handbùeh de Heine, d*vne fomnle 
de M. MeUer sur les fonctions X^ ou pluUVt P«(cos9) en pusani 
X = eost, qui m*a transporté* Permettes-moi de mettre sous vos 
jeux une abréviation de la démonstration qui se trouve page 44 ^^ 
cet Ouvrage; vous me dires si i Toceasion je puis la publier. 
Je me fonde sur la relation suivante, facile à établir, 

(I— «)cosJ 
<■> i-^sicosy-hi^ «»2i'*eos(ii^i)y (*«o. .,s, ...>. 

^et je pan de la formule 

Cela étant, soil s as cos9, puis 

I ^ cosa 
"" eoif «-eosi* 



1 



sftiaZ 



ou bien 

/s(C06f — COSd) 

On aura d'abord 

Ci--cos6)cos2ifo 
. s 

trideatité " («»»-— •)»^«(«-f-«->' 

(i -• «)*(eosf «->€o§6) -•- (I — sa cos6 "♦*«*)(!— eoif) 
s (I — sa cosf -♦* «*)(i — cosè) 

donne immédiatement 

(i~«)cosl4i^ ^ 



/ 



(i — saeoif -i-«*)/s(cosf -:-cosè) s/i— sacotjl<«-a* 



Vous rojCK qu'en développant suivant les puissances de c, Téga* 
lité (i) conduit i b formule 

•/^ ^s(cosf — COS0) a 
Ce beau résultat de M. Mebler est une simplification d'une fo^ 
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mule clonl Dirichlet a fait la base de son mémorable Mémoire sur 
les séries dont le terme général dépend de deux angles, etc. I^ 
présence du facteur cos(/t -h Df lui donne un prix infini; si je ne 
me fais pas illusion, peut-être pourrait-on publier la démonstration 
dans les Annales de Toulouse. 

En attendant votre avis, je saisis Toccasion de vou5 faire savoir 
que M. Bierens de Haan a eu la bonté de m'écrire que TAcadémie 
des Sciences, la sienne (d'Amsterdam, je suppose), m'a élu membre 
étranger et qu*on attend l'approbation du roi pour m'envoyer la 
. notification oflicielle. Je soupçonne, je me méfie, mon cher ami, 
que vous n'êtes peut-être pas étranger A cette élection, qui me fait 
le plus grand plaisir parce qu'elle me rapproche d'hommes émi- 
nents comme M. Bakhuyxen, qui est l'honneur de la Science dans 
votre pays, M. Bosscha, d'autres encore et vous-même. 

En attendant de vos nouvelles, et vous renouvelant l'assurance 
de ma plus sincère aflection. 

Pn S. -— J'ai donné a la Sorbonne votre extension de la méthode 
de Legendre 4 une fonction discontinue successivement égale A 
divers poljndmes 11^,, 11^^, • . .. 

\ 

248. — H ERMITE A STiELTJES. 
\ 

Paris, 9 mai 1890. 
Mon cher Ami, 

Le calcul que je vous ai envoyé hier est inutile; la formule de 
M. Melher se trouve en même temps que d'autres sans faire tant 
de chemin» 

On a, en effet, en posant pour un moment 

•Z(3)/f(îl ^J^ A{jr)L/(6 — x)iar-a)' 
soit 6 =s I, nous trouvons alors 

I . i r' (I — •)</jr 
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pm% en faisant x ss cosf 






Jimaî^iiÈL 



ou Ineii 

r,^a)eoat ^ 

■ ■■ ■ * 

. - , (I— .arncoff -•- «s)/a(eo%f — «) 

cela ëtanl, régalité 

(i-«)coaî 

donne tnr^le-champ le résultat de M. Melher. 

Revenons an cas gënélra! en fusant toujours x ses cosf ; la rela- 
tion 






/A(a)^A(») «J^,^ (i^a«eosf^a^)/(6^cosf);eosf««) 
conduit, au mojen du dëTcloppement 

à cette remarque : 

La somme ]^P«(a) P'(fr), étendue à tous les entiers « et p, 
tels qu'on ait « + ^ ar n, s'exprime par l'intégrale 

et en particulier pour ^ sso on trouve 

2P«/.i%-* /^—•■^ si'a(n-4-i>y <fy 

/ siaI/a(cosf — a) 

•/g « 

Votre bien aflectueusement dévoué. 
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249. — STiELTJES A H ERMITE. 

TovIouM, 10 mai 1890. 
Chkr Momsieur, 

Je partage votre aversion pour la Géométrie descriptive, et 
cependant j^ai dû in^y remettre aussi, ayant à interroger là-dessus 
des élèves de mathématiques spéciales au lycée. 11 jr a une quin- 
zaine d^années, j'avais une curiosité plus vive pour toutes sortes de 
choses et à cette époque la Géométrie descriptive avait quelques 
charmes pour moi, mais actuellement cela ne me dit rien. 

En lisant votre première lettre, je me suis rappelé que M. Bruns, 
dans le Tome 90 du Journal de Borchardty a employé la formule 
de Melher 

P«(cosd)--/ .. ' ^ b =r^y, 
J^ va(co§f — coi6) 

pour montrer que les racines de Pji(cosO) ss, o sont comprises dans 

les intervalles de — ^^tc à — tc (Ar =: i , a, • . . , /i). 

En eflfet, par une discussion qui n'est pas bien difficile, on 
constate que les signes de 



-), p/cos-iî-V p/cos-i^), 
• 1/ \ a#f -►•1/ \ in-^ij 



sont 



Je crois, du reste, que les développements de votre première 
lettre ont quelque analogie avec une partie du Mémoire de 
M. Bruns, mais je n'en suis pas bien sûr, n'ayant pas trouvé à la 
bibliothèque, cette après-midi, le Tome 00 de C relie. 

Mais votre nouvelle méthode est bien plus jolie et j'espère que 
TOUS voudres bien la donner pour nos Annales. 

De votre formule 

Vp-u^-i n^' " "/"-"'^ -î— ^ («-.,, «>. 

/ ftin ï /a(cotf — a) 
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et G*est bieii U on développement convergent tant que 

-i<«<H-r. 

C'est ce que j*ai vérifié aussi à Taide du résultat suivant que je 
trouve dans mes Notes 

5n(ii-Hi) 



(i^jtXa — ii)<3~A) 



Ft(*)- 



Il -faut naturellement supposer «*i<<a<<+i| mais cela 
suffit pas. Le coefficient de Pà(o) étant 

(ait-4-i)r(i — jt)r(itH>n) 
r(jt)r(irH-m — Jt) 

dont la valeur asjmptotique est 

r(«) "^ ' 

et la valeur asymptotique de Pa(cos9) étant 

la convergence exige que an •< 



i 
o i 



^ Cest bien U, je crois, un résultat conforme à celui obtenu par 
M. Darboux, dans sont Mémoire Sur U» fonetions de gramds 
nombres. 

Vous voudrei bien, avec votre bienveillance ordinaire, excuser 
ces remarques superficielles. J*ai été un peu souffrant dans ces 
derniers temps et je suis encore très iatigué, en sorte que j'ai eu 
déjà fort à faire pour faire seulement mon Cours. Cependant je 
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pourrai, dans quelques jours, npédîer un nouveau Chapitre du 
Halphen a M. Jordan. 

Je ne peux m'attribuer -aucune part à votre nomination comme 
membre étranger de l'Académie royale des Sciences d'Amster- 
dam, mais vous savez que j'ai les plus grandes obligations envers 
M. Bakhuyzen qui est un excellent homme et d'un xèle pour la 
Science qui ne saurait être surpassé. L'organisation de l'Observa- 
toire de Leyde ne comporte guère que les travaux d'observation, 
cependant voyant ma prédilection pour la théorie, M. Bakhuysen 
n'a pas hésité, assez souvent, 4 me dispenser d'une partie du travail 
pratique. En réfléchissant à ce qui m'est arrivé, après ma résolution 
de quitter Lejde, je me sens incapable d'exprimer mes sentiments 
envers vous. 

Votre bien dévoué. 



2S0. — STiELTJES A HEBMITE. 

TottlottM, i4 ntî 1890. 
Chee Monsieur, 

Vous savez que M. Darboux a obtenu le premier une formule 
qui donne l'expression approchée de Xm(cosO), l'erreur commise 
étant de l'ordre d'une puissance aussi grande qu'on le voudra de - 
(Liouville^ 3* série, t. IV, 1878, p. 89). 

Je viens de parvenir à un résultat qui, je crois, constitue un 
progrès notable. Je pose 

jT ai cos 6, o < < ic, 

et j'obtiens l'expression suivante comme approximation de X«(eosO) 

) 



j^j 4 a.4.6...(an) 



ic3.5.7...(aii-4-i) 




cosfn^-*-— ) , ^ co§(ne-f--î) 

I l V »_/ 1.3.1.3 y a / 



1.3.5.1.3.5 



a.4.6.(2ii^3)(an-H5)(!i/i-+-7) /(asine)^ ■^"•"J' 
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«••••>l, C*CM.èHlif« |<t<îf. 



la férié (A) eoalimiée à IHafini eft eomvergemte. Or, daas eet 
ÎDlenralle, elfe repréMemie exaeUmœml Xâ(cos9)« 
On peut énanecr ce résultat ainsi 

le sjnbole ^ désignant la série kjpergéométrique et 
_ eosc-«>«sia« i- . .** 

Je vais vérifier ce résultat dans le cas le plus simple m := o* On 

a alors 

a5| -• -» -tS*| aafcfni« 
\« « a / 

et l'on doit avoir 

~ P.R.aretia^B j« 

Pour 9 ^ *f s'sB -• donc arc sin:; ^a j» mais posons 
aresiasv^-l-^i, s vM«(^-«*9t)ai a-f- p« 



donc 



c.m^ — ^^ — , ^acot^ — , 



d'où l'on conclut 

«•— P*— - »— j(««f-4-r^f)cos«p, 

mais «* — p* — - est la partie réelle de a' qui est nulle,. 

donc «cosa^sso et par conséquent /» = ^» non seulement 
pour 9 s= 7 • «mais dans tout le domaine de convergence de la série. 

Un autre résultat, que j'ai obtenu chemin faisant, est exprimé 
par la formule 
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Vous voyex que le premier membre met en évidence le» pAle» 
de la fonction uniforme, on obtient aussi la décomposition en 
fractions simples. 

Je ne crois pas qu'on puisse déduire ce résultat des formules si 
nombreuses obtenues jusqu'ici pour la transformation de la série 
hjrper|çéométrique. 11 me semble que c'est une formule d'un autre 
caractère. I^ temps me manque en ce moment pour approfondir 
ce sujet, mais je compte bien poursuivre ces recherchée prochai- 
nement. 

J'ai vu hier la Note de M. Beltrami sur les fonctions Xn dans les 
Comptes rendus; si vous le jugei convenable, vous me feres un 
grand plaisir en donnant aussi dans les Comptes rendus un 
extrait de ce qui précède; on pourrait, pour abréger, laisser de 
côté la vérification pour /i = o (* ). Mais j'abuse vraiment de votre 
bonté, et je laisse monter k une hauteur invraisemblable la dette 
de reconnaissance que je vous dois. 

Votre très dévoué. 



2S1. - $T!ELTJES A HERMITE. 

* Toulouse, i3 mai 1890. 
Cher Monsieur, 

J'espère que vous voudrez bien me permettre d'ajouter main- 
tenant a ma lettre d'hier, déjà longue, la démonstration qui ne s'y 
trouve pas. 

Je pars de la formule 

iiXii(cos0)9* / (cos0-t-(sin6cot«)"</a. 
En écrivant y ss y H- / et en remplaçant dans la dernière 



(*) NoU d9$édiUur$. — Une Note sur cette question a été oommuoiquée A 
l'Aeadéifiie dans la séance du 19 mai 1890 [Sur la vaiemr tuympioiiçtêê du 
polynômes do Ugsmdrs (voir CompUs rsndus, t. CX, p. loati-ios;)].. 

II. 4 
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întégnle u par ic -* «^ il ^m 

« 

Posons sm-ttsKl, 
ou bien si Ton écrit 



BS.t 






«al— -f I4l>«i .., i 4 ■ t 



(II) 






rX.(c-ifl)-4H.B.(cost^ttMil)-y '(.-^ J)_^. 



Après CCS pr^iminaiies, je C€»iisidère l'équation 

^cosl -h I tialcosM s o 
qui admet une racine 



a a 



Toutes les racines sont comprises dans Texpression 
d: ai««4- 'litic (it ealîer). 

11 est clair qu'il n*j a pas de racine dont le module soit inférieur 
à ii« et il suffira de considérer cette racine. L'intégrale 



/ (cos9-^isialcot«)«tffai 



a une valeur indépendante du chemin d'intégration; si donc on 



«■B - - 

a 



en faisant varier v par des valeurs réeltes de o à loglang^^l, on 
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trouve que la valeur de celle intégrale est 



,l««to«ffiO 



Il (co!»^-f- «in6j rfy, 



et, par ronséquent, purement imaginaire. 

11 est clair par là que Ton peut écrire, au lieu de la formule (I)| 
celle-ci : 

(coftO H- I ftin6 co!itt)« c/tt, 

le chemin d*inté^ration restant toujours absolument arbitraire. Or, 
si l'on applique maintenant la substitution qui a permis de passer 
de I à II, on trouvera évidemment 

ou 



[II') i:Xrt(co»<>) = 4P. R.(cose-f-«sine)* y (% ^ ^V L 



SOUS la condition mod^< i, c'est-a-dire 

asinO> i. 

On peut maintenant développer en série, ce qui donne le résultat 
cherché. 

Même lors<|ue mods^i, on trouvera ainsi par les premiers 
termes une expression asymptotique, car lorsque n est très grand, 
c'est seulement dans le voisinage de li = o que (i -^ u'^Y * ^''^^ 
valeur appréciable. 

Veuilles bien agréer, cher Monsieur, la nouvelle expression de 
mon dévouement sincère. 



2S2. — HERMiTE A STtELTJES. 

Moiv CHER Ami, 

Encore une fois, après tant d'autres, vous aves été inspiré de la 
manière la plus heureuse ei votre expression de X4i(cos6) est d'une 
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élégance ezlréme et intéresieni au plus haut point les géomètres. 
Je ne doute point qa*eUe n*appdle toute l'attention de M. Bellrami, 
et je TOUS ferai part de ee qu'il me dira, dans sa eorrespondanee. 
Voire Note sera présentée à la prochaine séance de TAcadémie, 
en laissant de c6té, comme vous le proposes, la Térification 
pour n = o, non qu'elle ne soit 'très jolie, mais afin d'entrer dans 
les intentions d'économie du secrétaire perpétuel| M. Bertrand, 
qui s'j trouve contraint et forcé par la commission d^ budget, 
qui a fait subir une réduction importante à l'allocation accordée 
pour l'impression des Confies rendus. 

En attendant les conséquences que vous ailes tirer de votre beau 
résultat, je m'empresse de vous rassurer an sujet du Mémoire cou- 
ronné de M. Poincaré. La publication s'est trouvée retardée par 
suite d'une inexactitude qui s'était glissée dana' les formules, et qui 
n'a été reconnue qu'après l'impression, qu'on s'est décidé à sacri* 
fier, aGn de donner un nouveau texte entièrement correct. 

Ne me parlez donc point de recoiwaissance, mon cher ami, et 
c'est moi qui suis votre obligé pour votre belle assistance que je 
n'appelle jamais en vain dans mes embarras analytiques. Sans fin* 
dication que vous m'aves donnée du travail de M. Bruns, Zur 
Théorie der Kugelfunciionen, j'aurais absolument ignoré que je 
n'avais fait que reproduire sa démonstration de la formule de 
M. Mehler; la variable qu'il introduit, f , quand il pose l'éqoa- 

tion sin- =sin— cosf est ma quantité ii, étant telle que l'on 

ait u ss cotf • J'ai essayé de débrouiller son analyse pour tirer 
de la formule de Mehler la séparation des racines de X^iss o, mais 
l'allemand qui n'est pas un obstacle insurmontable, quand l'ana- 
lyse est élé^nte et claire, m'a arrêté et je n'ai fait qu'entrevoir la 
méthode. Je m'occuperais de suite de la question, si mes leçons ne 
me fatiguaient pasf autant, et s'il ne me fallait revoir la prochaine . 
édition de mon Cours lithographie. Ajoutes à cela les devoirs aca* 
démiques, qui m'obligent d'aller au Ministère} des Affaires étran* 
gères, parler au Ministre et à son chef de cabinet. 

Que j'aurais long à vous en conter sur ces affaires extra-mathé» 
matiques; j'aime mieux vous dire iin mot d'un théorème de 
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M. CcMrodonije trouve renoncé dans un de mes cahiers 

ra o, I, a, ..., 1 — >î • < ■■ o, 1, a, ..., m — I, 

mais sans me souvenir où l'auteur Ta donné. J'aî remarqué- que 
^ chaque membre a pour valeur 

A,/mnT\ mn '-^ m ^^ n -¥• p 

"H—)* 5 — ^' 

en désignant par/i le plus grand commun diviseur des entiers m 
et il. Cela vaut-il quelque chose? 

£n vous renouvelant, mon cher ami, mes plus vives félicita- 
tions pour votre découverte, et Tassurance de mon airectueux 
dévouement. 



2S8. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, i5 mai 1890. 

(Sur une carie poitaie, ) 

% 

Je crois avoir compris que vous décomposes / en deux 

parties / -4- / et qu^ vous négliges la seconde comme pure- 

ment imaginaire, ce qui vous donne la formule (['); votre méthode 
est extrêmement belle et originale. 

2S4. - STiELTJES A HE R MITE. 

Toylonw, iS mai 1890. 
Chrs MoifSIEt/R, 

Je viens de m'apercevoir qu'un artifice, que j'ai indiqué dans 
ma thèse (p. 4o), permet de mener a bonne fin cette théorie du 
développement de X»(cosO) lorsque n est grand. 
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Je leprends la formiile 

«X«(COt«) » 4F. M€0«« -4- !••«•)•/* (|~«tyi^f 



sém 



«t|gt 






je femarqae que 
^done 

A. ^v- ^<^« • r* r^ o-«»y<^i»^ 



le développeinent 



= i-4.^««iÎB«r-4-.,.4-*«^-««**-«WB«*^r^ («n^^^î^ 



donne maintenant les k preniertf lennes du développement (A) 

avec le terme complémentaire, 

s 

R*- i P. R.(CM» -H I «.•). i /*' r («-««)"*(**«»r>«*rf«W>> 

et Ra est donc inférieur an module de l'intégrale du second 
membre. Or, 

■iod(cost -4- ^sin%) «B I, «K^ds» . 

et 

I — ^«« sia«9 s I -. 1 «t aiMfir H- ' «• sia*pi coi« 

a a 

a un module supérieur à 

• i-.i««sîa»r>i. 
a *^ a 

De là on conclut : 

En prtiuini le$ k première iermes de la série K de ma pre^ 
miire leitrep l'erreur eommise e$t inférieure au double du 
terme tuivant^ dan» lequel on aurait remplacé par I* unité le 
cosinus qui y figure au numérateur, et cela a lieu que la série 
soit convergente ou non. 

Ainsi, par exemple, 

^ M Av 4 a.4...(ait) as m ^ ^ ^ 
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ei comme ^*4«.«aii ^^^ ^^ Tordre -7=* îl s'easuit que lorsque n 

croU indéfiniment et qu^en même temps H tend vers sëro, mais de 
manière que le produit /ift croît au deU de toute limite, on a 

limX»(cosO) ss o. 

Cest la proposition de M. Bruns qui fait l'objet principal de 
son Mémoire, et de l'article de M. Heine qui suit dans le Journal 
de Borchardi. Cette proposition est nécessaire dans la démon- 
stration de M. Heine pour les séries de deux angles. La démon- 
stration de Dirichlet n'est pas tout A fait A l'abri de toute objection, 
si l'on ne veut pas introduire l'existence des dérivées des fonctions 
à développer. Voilà donc obtenu un résultat net et satisfaisant. Je 
me propose de développer ces recherches prochainement dans les 
Annales de notre faculté. Il j a lieu, je crois, de modifier un peu 
la déduction de cette formule fondamentale 

1cX«(60t6)a4P. R.««^ f (t — il»)*-— 1^!!1_ « 

Veuilles bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. S* — Je crois actuellement qu'il sera préférable de présenter 
à l'Académie la note ci-jointe (*), au lieu de l'extrait de ma première 
lettre. J'ose espérer cette présentation de votre; bienveillance. 

256. — H ERMITE A STIELTJES. 

Paris, t6 mai iS^. 
Mon cHsa Am, 

J^ai quelque peine à comprendre la démonstration que vous 
venes^de m'écrire de votre beau résultat; mais n'ullex point croire 
que je vous adresse un reproche quelconque, je n'accuse que moi- 
même. Ce qui m'échappe, c'est la raison qui vous fait considérer 
l'équation cost -H /sint cosii = 0; vous avec été pour moi un peu 
iffop court, et je ne puis me rendre compte, 4 cause de quelque 

'(>) JV0iê dê$ éditêun. ^ Voir U lettK (t49). 
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intenn^iaire que tous aurci omisi pourquoi, à Téqualiou (1), 

« 
(€oi« -H t tiii^coiai)* «Tai, 

TCNis subsUlucs (F), 

Je trouve très hardi *el très heureux d'introduirOi à la plaee de la 
formule classique, la néme inlégnJe prise avee la limite supérieure 

imaginaire, ir«= ^ -i- ilogtang-l, mais je n*en réclame que plus 

riTemenl, de Toir avee la plus complète clarté, par quel chemin 
vous obtenes un résultai aussi singulier. 

Enfin, et pour achever de déverser toute mon amertume, je vous 
avoue que la comparaison des équations (11) et (II'), c'esirà-dire 
des intégrales 

<•'•"•<-••*••-••>-/ '0-5)';^ 

et 

4P.R.(cos«-4^£sia«)« r /i — flV— £=., 

me met dans la plus grande anxiété. Une limite l/--» remplacée 
par Zf n*amènerait donc aucun changement! 

En attendant que vous projeties un rajon de lumière pour dis- 
siper les ténèbres de mon esprit, je vais préparer ma leçon sur les 
intégrales eulériennes. 

Je présente comme il suit le passage de la première forme du 
terme complémentaire de la série de Stirling, 

où 

à Is seconde. J'écris d'abord 



J «2j,, ea faitaiit J, «y* 
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puis 

il en résulte que, si Ton pose 
on peut écrire 

mais il est clair que S = — log(i — tf***), donc, elc. 

Je désirerais beaucoup trouver une méthode qui conduirait 
directement a la seconde forme, sans passer d*abord par la pre- 
mière,*niais je renonce à la découvrir. Je vous dirais que je trouve 
étonnant et merveilleux que a figurant en exponentielle paraisse 
après sous forme rationnelle. Gomment Cauchj qui avait à sa 
disposition les deux expressions a-t-il employé la première qui Ta 
conduit k tant de longueur I 

Toujours, mon cher ami, votre bien aflectueusement dévoué. 

266. - HEBMtTE A STIELTJES. 

Cher Ami, 

Je m'empresse de vous accuser réception de votre nouvelle Note 
que je présentenli lundi h TAcadémie, au lieu de la précédente. 11 
m'a fallu faire elVort à cause de la bri<^veté de voire démons^tration 
pour saisir le point de vue nouveau et si impi*évu auquel vous vous 
être placé; combien ne vous en a-t-il pas fallu duxantage pour le 
découvriri Au risque d'une indiscrétion envers M. Beltrami, je ne 
puis m'empécher de vous communiquer ce passage d'une lettre 
qu'il m'avait adressée le 3o avril dernier. 

. m M. Mehicr a fait la remarque très juste que ses fonuulcs pér- 
it mettent d'abréger considérablement la célèbre démonstration de 
» Dirichlet. Cette démonstration ainsi abrégée est celle dont je me , 
» suis toujours servi dans mes cours, jusqu'au moment où j'ai fait 
» les réOexionsqui terminent ma Note (des Comptes rendus). Le 
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m point noir qui snksislail loajovn dans ladite démonstration 
» abr^ée est le même qu'auparavant, savmr : on a une fonetion 
a (déCnie par une intégrale oè la variaUe figure comme para- 
' » mètre) dont on peut démontrer la continuité, mais non pas la 
» dérivabiliié; cette dérivée cependant existe (et est calculable) 
» pour variable =so, et c'est cette seule valeur de la dérivée qui reste 
» dans le résultat, tandis que l'existence générale est admise pour 
» la démonstration, sans qu*on sache bien si cette admission est 
» absolument nécessaire. Ge point noir a été heureusement éliminé 
» par Tusage de l'autre formule sommatoire, inauguré, à ce qu'il • 
» paraît, par M. Dini; et les dernières phrases de ma Note se v. . 
» rapportent précisément à la manière qui me parait la plus 
» simple d'utiliser cette dernière formule, en invoquant encore la 
» seconde expression de M. Rlehler. » - 

Permettes^moi maintenant de vous soumettre l'idée d'une expo- 
sition de la démonstration de Dirichlet, fondée sur vos belles for» 
mules (dans les Annales de Toulouse) qui me vient à l'esprit, en» 
voyant l'importance que M. Beltrami attache à la question. Il est 
clair que le dernier mot vous appartiendra et que votre méthode* 
deviendra classique. On ne peut rien imaginer de plus complet et 
en même temps de plus facile que l'introduction du développement 

de ^ '^ t ^ limité à un nombre fini de termes, et aux compli- 
ments que je vous ai adressés, j'en ajoute un nouveau, que vous 



mentes bien, d avoir remplacé le radical , par 1 inté- 

Je suis bien curieux de savoir ce que dira M. Beltrami de votre 
Note, et ce me sera un plaisir de vous en faire part. 



En attendant, crojes toujours, mon cher ami, à mon affection la 
plus dévouée. 

P. S. — Vous vous souvenes que vous aves mis la série de Gu* 
dermann J(a)ff sons Ibrme d'intégrale définie d'une série S : 

I 
J(«l«y**;W-a4r)tSdbr 
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OÙ 

O matin, j*ai donné à ma leçon la formule 

iogr(a-i-i)a j (a« — a)jrS<lar 
où 

S57. — STIELTJES A HERMITE. 

Todiodte, Il jdin 1890. 
Cnrr Mon s I bu II , 

En désignant |Nir R« la partie entière de 
en sorte que ^ est la /i*^"* réduite de la fraction continue, on a 



■21«- 



I A„-jt, 



la première expression est due à M. Cliristoflel, et la seconde, je 
crois, à vous. Mais je ne retrouve pas le lieu où il me semble que 
vous devex Tavoir donnée et elle ne se trouve pas dans TOuvrage de 
Heine. Si cela ne vous cause pas de la peine je vous serais bien 
obligé de m'indiquer l'endroit où vous avex donné cette formule. 
J'obtiens encore une autre expression de R«. Soit pour abréger 

Il ss '^ f alors on sait que 

Y ^ . . n(n^i) ii(i»-i)(ni-i)(n^a) 
A.«H pj «H — I «« 

^ TTÏTIi «-H..., 

ou ■ ' 

Digitized by VjOOQIC 




6o 
L'ezpreHHm de Ra est «Ion 

i-- " aj-- 

Cest ce qa*on cbdenl à l'aide de Téqnatioii différaitidle 

en introdiiisuit y aa lieo de 4r, el en verln da développemeiU 
conna de X« donné plus liaai. J*ai été amené à cette expiesaioa 
ainsi. Vous savei que 

>iX.(eosi)-J(t). 

J{%) étant la fonction de Bessd eî de Fourier. 

Cela étant, j'ai voulu obtenir, en partant de l'intégrale 

une seconde intégrale de Téquation différentielle i laquelle satisfail 

J(9) en posant orsscosf -j et faisant croître indéfiniment m • • •• 

Cest ce qu'on peut faire sans difficulté à l'aide de la nouvelle 
expression de R«. 

Voici une démonstration de la formule de Rodrigues 

qui me semble très simple, mais je n'oserais pas affirmer qu'elle 
soit nouvelle. 
Partant de 

/s*— *XS-hl ^" 
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on a 



XM-i" I 



rîniëgrale ëtanl prise sur un cercle de rajon R très grand, enve- 
loppant les points critiques ^ 

et 

{-i as jp — y^x* — I 
de l'intégrale. 

Pour rendre rationnelle la différentielle je |)Ose 



/*• — ïar^H-iai — -s-hii, 



M»— I 



a(i« — a?) 



> 



il vient 

(,) X,--L,/' .;"*-'>" rfa. 

•iitij a*(« — a?)»-^» 

Quant au chemin d'intégration, puisque modi est très grand, 
vous vojes qu'on a & peu près 

« s as — jp, 

en sorte que u décrit un cercle de rajon aR autour de —or.. 
Puisqu'il n'j a qu'un pôle, la formule (a) donne immédiatement 
l'expression de Rodrigues. 

Pour faire disparaître le radical, on aurait pu poser aussi 



/j* — %XZ H- I I 

___ ^-.^P, 

la relation entre ci et «^ est simplement 

Votre bien dévoué. 

' P. S, — Veuille» bien, je vous prie, remercier vivement de ma 
part M. Picard pour l'envoi de son beau Mémoire sur les équations 
aux dérivées partielles. J'ai vu avec un grand intérêt sa démon- 
stration si simple de l'existence d'une intégrale de l'équation 
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6s 
ordinaire 

démoiistnitioii qu'on ponm penlrélre introduire dans Tenieigno» 
menu 

US. — HBRMiTS A STiBLTJBS. 

Pferit, iS Jein ityi. 
Mon cnBE Ami, 

Je n*mi rien publié sur les poljnones de Legendre qu*nne courte 
Note dans les RendieotUi du Cercle mathématique de Pdmne; je 
vous en envoie un exemplaire pour le cas oè je ne Taurais point 
déjà faii« Cest dans une le^on i la Sorbonne que j*ai donné la for» 
mule Rji=y. ^'i*""^ ; j^ 1* retrouve dans mes notes d^il y a déjà 
plusieurs années; voici comment j*j parviens. 

Je pars de la relation suivante, que donne la théorie élémentaire 
de rintégration des radicaux carrés du second degré, où je fais 
R(jr) = 1 — a Jfs -H s*. 



./^.c,;,^.H/ 



/Ifôô 



la constante H se détermine en développant les deux membres 
suivant les puissances descendantes de j; on trouve ainsi dans le 
second membre pour seul terme non algébrique H log j, et ce même 
terme est donné dans le premier membre, au moyen de la formule 

•R(s) * «• «•^' 

où X« est le polynôme de Legendre. On a donc H = X«, et cette 
remarque que J s'exprime algébriquement, quand jrest une racine 

deX«=:o. 

Soit ensuite i = 4r — ^x* — i une racine de R(s; = o, elle 
conduit à la relation 

=_G(o)^ix.logJ±i. 
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Mais le polynôme G(i) est ëvidemmeai la partie entière du 
développement suivant les puissances descendantes de â de l'ei- 
pression 

et s'obtiendra en multipliant entre elles les deui séries 



.X._^X, 



X 



/ 






la quantité G(o) est le terme indépendant de z dans ce produit, 
c'est-à-dire ^ ■ [^^* » *<>"* '• condition n = i H-y + i • Il ne reste 

donc qu'à montrer que l'intéirrale / ■ est de la forme 

-^ -f- -^ -h . . . pour prouver que -^^ est la /!***• réduite de 

log— — • C'est évident, car on a, en développant suivant les puis- 
sances croissantes de s, 



• • «1 



puis, en développant suivant les puissances décroissantes de x, 



«-;î 



f 



ce qui donne bien 

I I « , x-^i ^ X/Xy 

(«^•)a»^«jr»;^t -4-...» -A„loK j— j -^_— . 

Et maintenant, mon cher ami, ne conscnlirez-vous pas a con- 
venir, à reconnaître que nous ne sommes point sans quelque 
ressemblance intellectuelle, et que nous avons suivi la même 
inspiration, vous en parvenant & la formule de Rodrigues, et moi 
à ce qui précède^ en prenant tous deux le même point de départ 

1 « -^O ^ ^1 ^ 9 

•rôô * ** 
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J'ai communiqué votre eupretsion asymplolique de X« à M» Bel* 
tnmi, qui la IrouVe extrêmement intéressante; il croit aussi qu'il 
7 aurait lieu de rechercher un résultst analogue pour Xji^i — X«.|, 

c'est-à-dire m{m -1- 1) / X« dx ou- encore (or* — t)X]^t P^urce que 

cette expression tend vers séro, dans tout l'intervalle de — i à -H 1 1 
^ pour m infini. 

La relation qu'a découverte M. Beltrami 

. a lieu également pour l'intégrale de seconde espèce, et l'a conduit 
à ce résultat que j^ s= X«^i — X«.i satisfait à l'équation 

J'ai trouvé ensuite que l'on a 

(«•—i)*D*X«» AX»^^ BX^^A^-^ CX»4^hH -»-... -h KX..A. 
et en particulier 

(n — i)ii(ii-»-i)(it-i-a) ' ' • 

s ( an — I) XjM^ — a(aii -h i)X4i-f- (an -fr- 3>X«-«> 

Crojea-moi toujours, mon cher ami, v<»tre bien aflectueusement 
dévoué* 

SM. — MBBMËTB A STiELTJES. 

MoH cNsa Ami, 

Permettes*moi de vous demander si, comme je le présume, v<nm 
avei déjà vu et corrigé les épreuves d'Halphen (Chapitre II, p. 1 13 
à ia8) que vient de m'envojer M. Gauthier- Villars, épreuves où 
ne sont mentionnées aucunes corrections et où, au moins au premier 
coup d'ieil, je n'ai rien vu à changer. Je ne puis vous dire combien 
je trouve difficile la lecture d'Halphen, le sujet ne m'est cependant 
pas étranger; il y a plus de 4o <^>ts, j'avais fait l'étude, et je crois 
plus simplement que lui, de la fonction des racines représentée 
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par jr«art4- jr|Xt-r"XsX4 pour réqualion modulaire du 6* degrc. 
J^ai renoncé à cette combinaison, je Tai abandonnée pour prendre 
(x^ — <2rt)(jri — ars)(xs — X4) et, si je ne me trompe, le module 
ancien, les formes analytiques de Jacobi, se prêtaient mieux que 
celles qu'a introduites Halphen à la question qu'il traite. 

Je viens de m'occuper des racines de l'intégrale de seconde 
espèce Q*(x), de l'équation des fonctions sphériques, sur l'invi-^ 
tation de M. Beltrami. Voici ce que je trouve. 

Partages le plan par des parallèles à l'axe des Xy menées au- 
dessus et au-dessous de cet aie, aux distances ic, an, 3ic, .... Il 
se trouve toujours n racines comprises entre les parallèles menées 



y 






3tC 




zn 




tt 





« 




2rt 




sa 



aux distances a Aie et (aA' + i)ie; il ne s'en trouve aucune dans 
l'intervalle suivant compris entre les parallèles aux distances 
(aAr-h i)n et (aAr-H a)n pour Ar=:±: 1, d=a, .... Enfin, dans 
l'espace limité par les parallèles aux distances +ic et — te qui 
comprend dans son intérieur l'axe des abscisses, on a a/t-^i 
racines dont l'une est i l'origine jt = o. 

J'ai raisonné, non surQ''(ar) = -log^^— ijP*(jr)-hR''(ar), mais 
sur la transformée uniforme qu'on obtient en posant _ =s e** 

On me demande à cor et à cri un article pour la Société des 
Sciences de Prague. 

Bref je me tire de la difficulté avec un article dont je viens de 
vous dire la substance. 

Je pense pouvoir demander aux Annales de Toulouse de vouloir 
bien le reproduire. Je vais le rédiger avant l'affligeante besogne 
du baccalauréat, qui est écrasante à Paris; si vous ne me prenes 
Ih 5 
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point eii ^ùmfmaskm qvand j'essaye de comprendre qnelqne ckosè 



ans épvreft de Géonétrie descriptive, c*est que vous avei le cœur 
d'un tigre* 

Votre bien afTectaensement dévoué. 



260. - STiSLTJSS A HBRMiTE. 

To«lo«ae, a4 J«ie liyi. 
Chu BloiitiBVA, 

J*ai reçn, mais seulement dimanche dernier, les pages 1 13 i i a8 
à coipriger du Tome III d'Halphen et vendredi dernier les pages 8i 
à I la. Alais vendredi et samedi je suis complètement pris par mes 
leçons et des interrogalions au Ijcée, c'est ce qui fait que les 
pages 8i à I la portant mes corrections (asseï nombreuses) partent 
seulement maintenant, en même temps que cette lettre* l^Iais la 
dernière feuille ^nt vous me parla je n« Vai pas encore corrigée, 
elle partira ce soir seulement. 

C'est en eflet, comme vous le dites, une tâche extrémememi 
laborieuse que de suivre Halphen à travers tous ses calculs. 

Nous accueillerons avec la plus grande joie Tarticle que vous 
destinea à nos Annales. 

Seulement une remarque, il me parait que Téquation 

Q-(x) - i log(i±^) P-(*) ^ R-(*) 

n«admet la racine x = o seulement dans le cas n pair^ ^''{^) ^^n^ 
fctrmant dans ce cas seulement les puissances impaires de x. 

Dans ce que j'ai rédigé sur la puissance asjmptotique de P*(^) 
je considère, au lieu de Q*(x), une seconde intégrale S*(x) qui 
est r Jette dans TintervaUe ( — i, -^ i) 

Elle admet n 4- 1 racines réelles dans cet intervalle et entre 
deux' racines de S* se trouve une racine de P*, conformément A 
un théorème général de Sturm sur les solutions d'une équation 
diflTérentieUe dû second ordre. Le développement asjrmptotique de 



Digitized by VjQOQIC 



LETTRE 360. 67 

S*(cos9) esi parfaitement analogue à celui de P*(cosO), on n*u 
qu'à remplacer les cos l(^^"-)*-~7J'*' P«r des sinus. 

Je dois vous remercier encore pour Tinfonnation que vous in*aves 
bien voulu donner concernant la formule 

R^ a 1 p^., P. -H i P»-, P| H- . • .-^ i Pt P*-i ; 

mais voici ce qui m*est arrivé. En consultant le Tome 85 du 
Journal de Borchardt pour avoir le lieu exact où M. Christoffel 
donne le développement de R* suivant les P/t.ii P«-tf • • •» j^'i 
reconnu que M. Christoflel lui-même a déjà donné, sous une 
forme plus générale, la formule que je viens de rappeler. Ea effet, 
lia 

<• — V-l 



R-Pv— PmRv 



2 



P,P*-V-#-1 



V-h#-*-l 



(p. 7a) sous la condition v < /i. 

Pour y = o, Pvssi, Rysso, ... on retrouve la formule déjà 
écrite, abstraction faite du facteur a, qui tient à ce que son R« est 
le double du vôtre. 

Ija fonction que considère M. Beltrami est le coeflicient de a" 
tians le développement de 



et rentre ainsi dans les polynômes étudiés par M. Heine et qui 
naissent d'une puissance quelconque de 1 — 2Xa4-a*. Il n'y a 
pas de difficulté à étendre à ces polynômes l'expression asympto- 
tique que j'ai obtenue pour X''(cosO}. 

J*ai réfléchi sur cette question du développement des fonctions 
arbitraires par la série de Laplace, mais je me suis occupé plus 
particulièrement du développement d'une fonction d'une seule 
variable 

On peut, en effet, simplifier les démonstrations données jusqu'à 
présent (par Dini, Heine, etc.), mais je ne suis pas encore content 
de ce que j'ai fait. Pendant bien des années j*ai cherdié à justifier 
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le déreloppeniail 

les Q* étanl les JénomÎMitenfs des fnctioiis contiaves ponr 



•4 *-"^ 



mtb sans snccès. Mon rsisoimeiiieiil pour les X« s'eppliqm jusqu'à 
un eeruin poini aux Q* en jénénl et je crab aussi avoir fait un 
premier pas dans l*élude du cas général. Mais je crois qn*il faudra 
encore beaucoup de recherches pour mener à bonne fin celte étude 
du cas général, il y a là du nouveau à trouver. 

Je vous plains en effet, cher Monsieur, de tout mon cœur d'avoir 
à vous occuper de cette besogne si ingrate du baccalauréat, va-t-on 
nous en débarrasser? U parait que M. Bourgeois médite de grandes 
réformes, j'espère qu'il aura le temps de les mener à bien. 

. Votre bien dévoué. 



I 



961. — STtSLTJBS A BBBMUTE. 

TiMloue, »4 Joie iSg». 



Gua MonstBUB, 

Vous deves recevoir avec cette lettre la feuille qui porte mes 
corrections, d'ailleurs insignifiantes. Les deux feuilles antérieures, 
je les ai expédiées ce matin, directement à l'imprimerie de 
Gautkier^Viltar$. E^ ne me conformant pas ainsi à la règle 
acceptée, j'espère n'avoir rien méfait. Ge qui m'a déterminé c'est 
que par votre lettre j'ai vu que j'étais en retard et qu'il fallait se 
hâter si mon travail pouvait être encore utile. 

. Veuilles bien me croire toujours votre très dévoué. 

P. 5. — Dernièrement, M*** s'est occupé des deux périodes 
des fonctions elliptiques. 

En examinant les papiers d'Halphen, M. Jordan et moi nous 
nous sommes aperçus qu'U est essentiel aussi qu'une des périodes «*, 
vf définie par exemple par une intégrale définie ne soit pas nulle, . 
cas différent du cas où l'une des périodes serait oo. 
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ses. - UERMITE A STIELTJES, 

Parit, 96 juio 18^ 
Mo» CHER Ami, 

Je ne connaissais pas, faute d'avoir lu asses atlentivcmenl le 
Mémoire de M. Chriâtoflcl, sa belle formule R/|Pv — PjiRySs . . ., 
je me réserve de Tétudier et je vous remercie beaucoup de me l'avoir 
apprise. Je ne vous suis pas moins reconnaissant de m'avoir rappelé 
le Mémoire de Sturm, auquel je ne pensais plus du tout; c'est par 
une autre voie et comme il suit que j'établis l'existence des n racines 
de l'équation 

Écrivant P (x) et R(âr) pour simplifier, et désignant par a, 6, c^ . . . 
les racines de P(x) = o, j'emploie la relation 

on en conclut que 

de sorte qu'en substituant dans S(x) les racines consécutives a 
et bj on a des résultats de signes contraires, etc. 

Permettez-moi maintenant de vous conter ma façon de traiter 
cette équation pour obtenir dans le plan, la distribution des racines 
imaginaires. J'avais d'abord considéré celle-ci 

mais j 'essayerai d'employer, pour le second cas, la même méthode. 
Soiti-:t£=€», d'où 



Je pose 



iC*+')"P(S^)-P<"). 
(•»+i)-r(~7).-G(*.). 
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d*oà réqoaCHMi toiu fonne liokimorplM . 

/(j)-«P(««)^.0(#*)-o 

[la raçiiie s s= o, que mus avei contestée dans le ^ 

se troQTe amenée alors par le facteor (e* — i)* dans le second 

terme]; eBo répond à x infini. 

Soit AAfEBf nn rectangle, doni les cAtés représentés comme il 
suit 

VA\ 4 «r (ai: -1- »)!«-+-#, ' 
I crcnssant de — a à + tf* Pnis 

BB\ M » aibis — • -h If. 
la variaUe eroissani de léio à aie le me propose d*obtenir Pindice 



9 

^ A' 

B ^^ 'a 

Jt 



de /(s) lorsqu'on décrit le contour BAA'B'B; et je fais dUiord, 
pour le cAté BA, /(s) s P + iQ, c'estrA-dire 

P»#P(s«)-hG(«<). Qeaib«P(s<). 

Je remarque qu'en passant i V A', il suffira de changer ir en ir+ 1 ; 
j'aurai par conséquent le même indice pour it =s d: i, =b a, • •'•; les 
cAlés en question étant décrits en sens contraire l'un de l'autrci la 
somme des indices est nulle. 

Considérons AA', on a alors 

p + iQ 8 (iibi« +• + II) P(««^<) + G(««:*^>. 
Ceb étant, je suppose que a soit très grand; si l'on suppose 
P(««>sA«*<H-..M 
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on aura sensibiemenlP + iQ ss Aa e*'*'''''= Xa e*(co8n/ +ism/); 
rîndîce relatif à AA' se réduit à celui de -^ — :» qui est a/t, en fai- 
sant croître i de zéro a aie. 

A Fégard de BB\ il suffit de prendre le terme constant dans F(e*), 
P se réduisant alors à une constante, Tindice est nul. Par consé- 
quent) Tindice relatif au contour du rectangle est an, et le rec- 
tangle contient à son intérieur n racines de ré({uation proposée. 

Je considérerai ensuite un autre rectangle où BA et B'A' cor- 
respondront àArss— I etArs=4-iet qui contiendra à son intérieur 
Taxe des abscisses. 

Pour les c6tés AA' et Bff, le calcul de Tindice est le même que 



B 




A' 

















jr 


E 




é 


^ 



précédemment, mais la variable I doit alors parcourir Tétenduc don 
valeurs de — 91c à aie, de sorte que Ton obtient ^n 9lu lieu de a/i. 
Pour BA et B'A', il j a cette différence que Q change de signe 
en passant du premier cAté au second, de sorte qu'au lieu de se 
détruire, les indices s'ajoutent; il faut donc calculer l'indice relatif 
â BA, et le doubler. La valeur J = — -a 11: 4- < donne 

Q P(eO 



que je représente par f(/); j'emploie la relation de duclij 
en remarquant que l'on a ^ 

-i t^^. 
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je voit qu'an limites isa^-^a^ iss+a^ j*ai les figaes «(• el ««-'9 
d'où je conclos t s= + 1 • 
On • ensuite 

'[-'-zû-'[-fm' 

mais en rerenanl à la variaUe x s= ""' ; la quantité prriT 

devient -pr^ ^^ l*o>^ '^^^ ''^^ .croître jr de «— «o i + oo. 
Cela étant, l'expression 

montre que les passages par l'infini se font toujours du n^tif au 
positif; l'indice est donc — it et l'on a l9(l) = ii + i. L'indice 
total pour le second rectangle est par suite a(ii + i) + 4M, 
et nous avons à son intérieur un nombre de racines ^1 
i 3a + i. 

Dans le cas de A impair on constate immédiatement l'existence 
d'une ou d'un nombre impair de racines sur l'axe des ordonnées, 
entre les limites(ait+i)icet(aA:+3)ic. Eflectivementpourj=si7^ 
l'équation /{s) = o prend cette forme 

' Ç^Aiîa»! -♦- A'oos«|sîa-i-«| H-...) 

— cos^^Bsia»-!-^ -«. B'ees^^sia»-*^ -«-...)« o. 
a\ a as/ 

Faites la substitution Ç = (ait + 1)« où it est un entier, on a pour 
résulut la quantité (ait + i*)« A(— 1/' ou (ait + i)i( A(— 1/ d 
en cbangeant À: en it + 1 , un résultat de signe contraire. 

En essayant de serrer de plus près la question, j'ai reconnu que' 

l'on peut tirer parti de l'expression Ra=^ ' ^"\^'^ i elle prouve 

en eflet que pour jr s= o, R^t est positif ou négatif suivant que aïs 1 
ou A^ — imod4. 

En vous gecusant réception des pages ii3 i ia8 dllalpben, en 
vous renouvelant| mon cher ami, l'assurance de mes môUeurs 
sentiments. 
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268. — HEBMtTE A STIELTJES. 

Péris, 94 juillet i8gD. 
Cher Ami^ 

Je viens de lire el de noter trente compositions, c^est ma der- 
nière série ely après Tcxamen oral de demain, je serai libre; il est 
temps; je ne sais, si je devais encore continuer, ce que je devien- 
drais. S'il }' a, comme disent les zoologistes, une série décroissante 
dans Féchelle des êtres, je suis an*ivé aux derniers échelons, aux 
degrés les plus infimes. 

Dans l'espérance que vous supportes mieux que moi le fardeau, 
je viens requérir de vos nouvelles dont je suis privé depuis un 
temps infini. Ma conscience me reproche de ne point vous avoir 
complimenté comme je l'aurais dû sur votre découverte de l'expres- 
sion asjmptotique de Q^l^); je suppose que vous donnerez dans 
les Annales de Toulouse vos résultats qui intéresseront vive- 
ment tous ceux qui aiment les fonctions sphériques. 

Je pense aussi vous envoyer bientôt les miens sur les racines de 
la fonction de seconde espèce ; l'article que j'ai écrit sur ce sujet 
|S*imprime en ce moment a Prague, pour paraître dans un mois, 
mais auparavant je pourrai, je l'espère, disposer d'une épreuve, et 
je vous l'enverrai aussitôt que possible. Vous seriez bien bon et 
bien aimable de la lire, afin que je profite des remarques que vous 
me feriez, en la réimprimant, et surtout pour que vous me sauviez 
des erreurs ou des inadvertances qui me seront échappées, ce qui 
m'arrive trop souvent. Je me permets, en attendant, de vous faire 
part d'une remarque elliptique qui m'est venue tout en paressani 
et rêvassant. 0>nsidérez l'expression 

où U et V sont deux fonctions de j?, U', U"^, • • •> V', V, . . ., leurs 
dérivées successives. Si l'on remplace U et V par a««»U, 6e«*V, 
a et 6, a et P étant des consuntes, elle se reproduit multipliée 
par abe^^. Cela éunt, je suppose U := 9(x), V =s H.(a;) et je la 
désigne alors par n(^); il en résulte que n(x) satisfait aux con- 
ditions caFactéristiques du produit 9(x)H(ap) lorsqu^on change x 
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en jr + aK. ei en jr+ aïK', c'est-à-dire que Ton a 

J'eneonclui 

n( jr) p. A e(*) H(*) -4- A'e,(jr) M,(jr). 

A ei A' désignanidei constantes. Changeons maintenant jr en -» >« 
il i^t clair que, pour n pair, on aurall(jp)=s A6(jp)II(jr), puis, si 
Ton suppose n impair, 

n(jr)«A'6,(4P)U,(4r>. 

Voici donc une série de relations différentielles entre les tvans- 
cendantes de Jacobi ou plutAt six séries différentes, en prenant, au 
lien de 6(jr) et Jf (x), deux autres quelconques de ces quatre trans- 
cendantes. On peut même, en admettant que n soit pair, sup» 
poser U =s V; soit, par exemple, n s= a, l'expression 

devient alors la quantité bien connue et déji emjdoyée 

OU'— «*«, 
ce qui donne 

e(jr) e'(jr) ^ •'•( jr) » Ae«( ^r) -»- BU>(ar). 

Peut-être que ces relations s'appliqueraient utilement aux toaé^ 
tions A/(x) de M. Weierstrass, peut-être aussi aux 6 et aux Al . 
i plusieurs variables, mais je n'ai point.le courage de poursui%'re; 
je serai content et satisfait. si j'obtiens quelques mots de vous 
m'apprenant que vous ailes bien malgré les maudits examens. 

En vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de mes meilleurs 
sentiments. 

M4. — STJELTJSS A HEMilTE. 

To«lo«te, tê jûlkt i8i|f». 
Coxa Monsiava, 

- C'est moi au contraire qui me reproche de ne pas encore avoir 
répondu i la lettre où vous m'exposeï yotre/analjrse concernant b 
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fonclion Qm(^) ou Sii(x). Mais, avant de répondre, je voudrais 
«Fabord nie rendre compte de ce qu'on peut déduire de votre 
résultat concernant la distribution des racines de Qji(x) dans le 
plan des x. 

Quoiqu'il n'j ait là certainement qu'une transformation a faire, 
je ne Tai pas pu faire encore, vous vojez par là que j'ai baissé 
beaucoup et certainement je suis a un niveau bien inférieur au 
vôtre, car j'avoue que je n'ai pas le courage de répondra à vos 
remarques sur les fonctions 9, je dois vous demander de m'accor* 
der un répit. J'ai rédigé un petit Mémoira sur la valeur asjmpto- 
tique de Pu, Qj, ou Sji pour no% Annales, j'aurais préféré de beau- 
coup le garder encore, |>our profiter des remarques de M. Beltrami, 
etajoutercequi a traita la valeur asymptotiquc d'autres poljnomcs 
analogues à Xj^. Mais M. Baillaud me pressait beaucoup el, comme* 
je vojais que cela pourrait bien me mener asseï loin et prendre du 
temps, je l'ai donné tel quel. 

J'ai encore quatre journées d'examen oral, mais jeudi soir ce sera 
fini et je pourrai respirer librement. J'en profiterai |>our achever lo 
Halphen où il me reste peu à faire; ensuite j'aurai une autre aflairo 
assez grosse et également pressée. M. Baillaud voudrait bien metin* 
au programme de l'agrégation l'année prochaine les éléments de f:i 
théorie des nombres, et, comme il n'existe pas de livre en français 
à ce sujet, il m'a demandé de faire quelque chose que les candidats 
pourraient étudier. 

Je donnerai donc, dans nos Annales, un article nécessairement 
assez étendu et avec beaucoup de renseignements bibliographiques. 
Pour donner une utilité plus grande il faudra certainement allrr 
plus loin que ce qu'on demandera aux candidats à l'agrégation, ri 
je prévois que la plus grande difficulté sera surtout de savoir où 
s'arrêter pour avoir un ensemble arrondi. On se propose, du reste, ' 
de mettre l'année prochaine dans le programme la théorie des sub- 
stitutions, et ce qu'on demande cette année sera une étude prépa- 
ratoire pour cela. 

Je crois que l'on pourrait demander aux candidats, après- les élé* 
ments, les propriétés générales des congruences, etc., la théorie 
des résidus des puissances, racines primitives, etc. et la-théorie des 
résidus quadratiques. 

La notion de groupé peut s'introduire aussi en parlant des rési- 
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dus des puissincet; il est imi qae l'on considère senlcmenl k cas^ 
particnlier 6ù AB ss BA toojoojrs, mais ce cas particnlier est inlé-r • 
ressant éi se présente aossi dans la composition des formes <puH 
dratiqnes. Il j a nn Mémoire posthmne de Gaiiss sur ce sojei, qni 
a été repris depuis peu par d'antres. Je pensCi d'après mon esti- 
mation de la force moyenne des candidats, que ce serait trop que 
de leur demander les formes quadratiques. Mais j'espère bien que 
vous ne me refnseres pas tos conseils dont je tAcherai de profiter 
le plus possible» 

Veuilles bien me croire toujours yotre très dévoué. 



S65. — BERMITE A STIELTJES. 

PariSy Si aoèt i9^ 
MoH CBER AmIi 

J'arrive de Barèges d'où j'ai été cbassé par le mauvais temps; 
presque continuellement de la pluie, des orages, puis de la neige 
et du froid, aussi n'ai-je guère profité des eaux si ce n'est pour me 
reposer et rêver à l<Hsir sur quelques questions. Encore une fob, 
je suis revenu sur cette généralisation de la théorie des fractions 
continues algébriques, théorie que vous n'aimes pas moins que 
moi, qui consiste i déterminer trois poljnomes de degré a, 
A, A\ A' tels qu'en représentant par S, S\ S* des séries de la 
forme a + afx -h tfx*+ . . ., on satisfasse i la relation 

(I) SA -•- S'A'-*. S' A'= Si»»-^, 

S| étant encore une suite telle que «i + «« ^ + «i ^+ • • •• 

J'ai voulu approfondir davantage la question des relations de 
récurrence, qui m'avait déji occupé, si vous vous en souvenes. En 
changeant successivement ii en ii + if it + a, n + 3, et posant les 
relations semblables à (i), i savoir 



(») 


SB -H S'B' -1- S'»»» S,««»*«, 


(S> 


se + S'C-»- S'Cb S,**^, 


(4) 


' SD -1- S'I/-». S-W -X S»***««, 



je me suis proposé la recherche des quantités a, p, Yt qtû donnent 
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les égalités 

D s A« -«-op •4-Cy, 

Si Ton résout ces irois équations par rapport à x, ^, y on trouve 
«l'abord en posant, afin d'abréger, 



y y y 

z s! ^ 



les expressions suivantes : 

(BCD) (CAD) ^_(ABD) 

(ABC)' »*''(ABC)' ^"(ABC)' 

Gsia étant, j'ai remarqué que les relations (i) à (4) conduisent, 
comme vous allez voir, à des expressions des quatre déterminants 
qui figurent aux numérateurs et au dénominateur. 

Je considère, en effet, les quatre systèmes de trois équations 
en S, S', S" que l'on obtient en faisant successivement abstraction 
des équations (i), (a), (3) et (4). 

Du premier, par exemple, on tire, si l'on écrit, pour un moment, 
(xy) = xy — jra/j ces valeurs 

(RCD)S «{C'D')S,ar»'»-^»-h(D'B'>S,x»«-»-»-f-(B'C')S,«»'«-^», 
<BCD)S'«(C'D)S,a?»»-^» -*-(D''B)S,x««-»^ ^ (B'C)S»a:»«-^»S 
(BCD)S'=(CD')S,x»»-»-» -h(DB')S,*»--»^« -h (BC')S|^«-^««. 

On a ensuite, en se bornant à une seule égalité, celle qui donne S, 

(CAD)S « (C'D')S,jr»-*»^(D'A')S,*»»^-4-(AX')S»a?»'»-^««, 
(ABD)S = (B'D')S,x»«-^«-h(D'A')S,x»»-w-t-(A'B')S4a?»«*«S 
(ABC)S « (B'C')S|«»'-*-»-h(C'A*)S|X»'»-»-»-+-(A'B')S,*»«^», 

c*t voici les conséquences immédiates de ces formules. 

Nous pouvons admettre que les séries S, S', S' ne contiennent 
pas à la fois le facteur or, il faut donc que les polynômes en- 
tiers (BCb), (CAD), (ABD) et (ABC) satisfassent à ces con- 
ditions 

(BCD)«iaar»*^», (CAD) « Ajr»*^^ 

(ABD) « c*»»*», (ABC) » rf«»«^«; 
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où a, 69 c, i/soni égftlemcnletttiers. Or, ib sonldes degrés im ^^S* 
Su + Sf 3it + 4t 3ii + 3, par conaéqiieDi a, 6, e, df «ml lespec- 
tivemeni des degrés i, 3, a, l'et les relatioiis de récurrence te 
trouvent de la forme suivante : 

Dil w^Km^ -4-B* -f-Ce, 

D'il » A'«jH-h r * -I- Ce. 

Je pense qu*il ne peut plus exister de doute, d'après ce résultat, 
d ifQ^il bal alisolttniait renoncer à Tanalogie si tentante quVlle 
puisse paraître avec la tkéorie des fractions continues; mais qu'il 
serait intéressant d'étudier ces relations de nouvelle forme I On voit 
facilement que a et 1/ marchent ensemble, et que l'on a 

en n'employant que les deux premiers termes du développement 
du second membre, suivant les puissances, croissantes de la va- 
riable, etc. Je ne puis plus me rappeler bien exactement de quelle 
manière erronée et en me trompant grandement, j'avais dA arriver 
à une conclusion contraire; si ce n'est pas abuser de votre bonté, 
et que vous ayei conservé ce que je vous ai écrit là-dessus, je vous 
serai bien reconnaissant de me donner ou ma lettre ou une copie 
de mes calculs, afin que j'aie la satisfaction de retrouver ce qui a 
été la* cause de mon aberration. 

J'avais espéré recevoir de Prague les épreuves de mon article 
sur les racines de la fonction Q*(jr), on ne me les envoie point; 
j'ai quelque lieu de croire que le retard tient i ce motif qu'on a pré- 
féré le faire paraître dans les Mémoires de laSociéié des Sciences, 
au lieu de le publier comme je l'avais demandé dans le Bulletin 
mensuel; en tout cas je compte sur Thospitalité des Annales de 
Toulouse. 

. En vous n^nouvelanl, mon cher ami, mes sentiments de l'alfec* 
lion la plus dévouée. 
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aaa. — stieltjes a uermite. 

Tottlouse, 3 teptembre 1890. 
Cher Monsieur, 

Mille remerciements pour voire bonne lellre; vous trauvercz 
ci-joint une copie des passages essentiels de vos lettres du a; 
01 28 mars dernier. Au lieu de chercher, comme vous le faites 
maintenant, les relations récurrentes entre les A, B, C, D, vous 
cherchiez alors directement une relation entre les séries S|, Ss, 
Sj, S4 (S, S', S'', S*^ dans l'ancienne notation^. Indépendamment 
de vos propres objections contre votre calcul, ce procédé me semble 
.défectueui ou au moins incomplet, car rien ne prouve qu'en déter^ 
minant j", /, /i^, A-^dans votre équation 

ar^S-» ^S'-h /S, -^ A'S .4- r S, 

on obtient le même S^ qui ligure dans 

UA«^,-+-VB„^,-i-WC«^-, = j->»-^iiS-. 

Quoi qu'il en soit, et d'après votre i*eclierchc plus approfciiidic 
actuelle, la question semble bien tranchée maintenant. 

Je me suis faligué beaucoup en voulant travailler furieusement 
au commencement du mois d'aoïU, l'époque des grandes chaleurs 
ici. Pour me remettre un peu, j'ai accepté l'invitation de M. Bail- 
laud de l'accompagner dans son voyage d'inspection annuelle au 
Pic du Midi. Cette petite excursion de trois ou quatre jours m'a 
fait beaucoup de bien; c'est mercredi dernier 27 août que nous 
sommes descendus du Pic, le matin, arrivant à Barèges vers 9^ où 
j'ai pris la diligence pour Pierrefitte. Je ne me doutais pas que vous 
éliez si près. 

M. Baillaud m'a dit que M. Molk fera un article dans le Bulletin 
de Darboux où il exposera la démonstration de M. Weicrstrass do 
la transcendance de ic et de e. Tout en admirant beaucoup cette 
démonstration, je regrette que ce qui a été votre point de départ, 
Tapproximation de plusieurs quantités par des fractions de même 
dénominateur, s'j trouve presque eflacé, et il me semble qu'il y 
aurait grand intérêt â mettre bien en vue ce point, car enfin, sans 
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cette id<e mère» on ne tenit jamaii arrivé an but, je Cfois. La 
Gommiséion de Tagrégation n'a pas voulu moidre i rÀritlunétique 
cette année, je ferai cependant mon article bibliographique, ce i|ui 
pourra toujours aider i le faire mettre sur le programme une autre 
année. Nous n'avons ici ni les Mémoires ni le BuUeiîn mensuel 
de Pkague et, sans aucun doute, nous sommes dans le même cas 
que beaucoup d'autres. Cela me rappelle que j*ai toujours regretté 
que M. Poincaré ait publié quelques-uns de ses premiers travaux 
dans une publication de Finlande (les Acia de Hebingfors?) où 
ib sont restés inaccessibles pour moi et pour bien d'autres sans 
doute. 

Veuillex bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon dévouement bien nncère. 



tél. — HSRMITS A STIELTJSS. 

Vaaact ( MuriNiMia), iS «epUaibra iS^ 

Mon cniR Ami, 9 

Je vous envoie pour les Annales de Toulouse une épreuve de 
mon article sur Q"(4;) que j'ai demandée i IVague et qui vient de 
m'arriver. Permettea-moi de vous prier de me lire afin de profiter 
de vos remarques; en attendant, j'en ferai une qui n'est pas i mon 




avantage et qui vous montrera que j'ai seulement efBeuré la que** 
tion. J'ai cherché, comme vous voulies, je crois, le faire, la distri- 
bution sur le plan des dP, des racines de Q*(«r)s350, qui correspond 
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& la distribution sur le plan des Zj de la transformée obtenue par 
ma substitution 



Soit pour cela j =3 la -|- /, en désirant par a une constante 
réelle, on aura, si Ton remplace x par a; 4- O^i Jes deux relations 

* -f- 1^ — I * — I j>^ — 1 

En éliminant I, il vient donc 

c*est*ji-dire 

X* 4- ^'-t- a/' cet a «3 f. 

* Prenez sur l'axe des ordonnées un point M, tel que OM =-» cot a, 
puis sur Taxe des abscisses OA=sOA'=i, on obtient ainsi des 
circonférences dont le centre est en M et qui passent par les points A 
et A'. 

Le malheur veut qu*en faisant varier a de zéro à ic, ces circon* 
férences couvrent le plan tout entier; on reproduit donc une infi- 
nité de fois tout le plan en considérant la série 4^s intervalles 
compris entre deux multiples consécutifs de ic, et j'ai dû recon- 
naître avec beaucoup de tristesse que ma méthode était absolument 
insuffisante pour conduire à une distribution, sur le plan des Xy 
des racines de l'équation considérée; sic périt labor itriius anni. 

Je m'occupe de revoir mon cours lithographie pour une nouvelle 
édition, et j'ai voulu traiter avec un peu plus de soin de la trans- 
formation, en me mettant k ce point de vue de déterminer sn (^ » l\ 
par sn(âp, Ar), en se donnant les conditions 

2 - aL -«- iùL\ i^^eL-h idV, 

a, 6, c, d éunt des entiers tels que ac/ ^ 6c = /», où n est supposé 
impair. 

II m'a d'abord paru plus commode pour le calcul d'envisager 
IL < 
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-(S-') 

jJ-«(«L-i.*pt'), 

oà aet pr sont des «iiti«narintfairM.U vient CBtaile,*ca lAtiodai» 
MÀtKetK', 

poil, loiM nae iSHae «îmiJifiée, 

Jl 

0& I et C' rempbçani « ei ^ sont des eiilien.arlMtnure8« ^ et 9 soat 
lek que/^sii et Ton peut supposer r<f. Cek posé, je reiBftn|oe 
que, dans le eas de /» ss t, on a 

les pAles sont done représentés par la formule 

et, pareiUenienti pour ^=: t, pss 11, on obtient, à eause de r =: o. 

Ce sont les formes qai figurent dans les Fumdamemta; elles éb 
trouvent comme il suit dans tous les cas o& ^ et y n*ont pas de 
facteur commun. 

Soit, en effet, l = i + q^^ i'=:af-h(6^ — r)l', a et 6 étant 
des entiers déterminés par la condition 

qai est possible, pttg étant supposés premiers. Le déterminant 
relatif aux deux équations enretl'esttip — r — aq^ c'est-à-dire 
Tunité, de sorte que les nouvelles indéterminées sont des nombre» 
entiers comme les premières i et Ç. Gela étant, on trouve 
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ely par conséquent, 

n "" n * 

sauf les multiples des périodes. 

Quel dommage, mon cher ami, que nous n^ajons pas pu nous 
voir et causer à Barègesl En attendant une autre occasion, je vous 
prie de me croire toujours votre bien affectueusement dévoué. 

268. - STiELTJBS A HERMITE. 

Toulouse, 31 seplembrv 1890. 
Cmee MonsiEua, 

J'ai lu avec attention Tépreuve que vous avez eu la bonté de 
m'envojer, mais je n'ai point de remarques à faire. (H J a peut- 
être, page 7, ligne 12 en descendant, une légère incorrection de 
langage : la droite z^zitt-^-i au lieu de la droite ^ = ie, mais 




Plan dff X. 



Plan des s. 



cela n'a aucune importance.) Lorsque vous m'àvos écrit la pre- 
mière fois sur cette question j'avais comme un pressentiment 
que, pour savoir quelque chose sur la distribution des racines de 
Q«(x) =s o dans le plan des ;r, il faudrait considérer sur le plan 
des s des portions plus petites que les bandes de j^=sA:ici4-i 
à js=s(Ar-4-^i)ici + <9 mais je n'y vojai» pas bien clair et c'étati 
dans les examens du baccalauréat. 
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•idère la partie da plan des s coni|iriie entre dcrax eerdes anlow 
de Torigine comme centre avec les rajons R (tièt grand) et i + 1 
(c positif très petit), il est clair que le premier cercle correspcNid 
dans le plan des a à nn cercle de rajon très petit ^ autour de Tori* 

gine et décrit en sens inverse. Quant au second cercle ( * ), décrit en 
sens inverse (de manière à avoir toujours à gauche Taire A comme 
le fait M. Neumann), je trouve qu'il correspond i la courbe ^ftf 
comprise entre les parallèles sss ^f + /, Ji ss— ^< + U 



5 — : — 



A la iimiie, lorsque t est infiniment petit, cette courbe éfif se 
confond avec Pensemble de deux droites parallèles à Paze des m 
de part et 4*«tttre à la distance -• 

En effet, la partie imaginaii^e de •< 



jfvlAg- 



•— I 



est donnée par la différence des angles (jr+rX)— (ar— iX)sa— p 




(ou miens avee le signe p~«)9 c^est-è-dire par Tangie y (•▼« le 



'Uu. 



0)reirlai|aft^tl• 
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signe — )• Lorsque x est en A, z est réel très grand ; maiS| dès 
que X se meut sur le cercle vers Xy la partie imaginaire de z croit 

rapidement vers - pour rester ensuite sensiblement constante et 

ne décroître brusquement vers o, que lorsque x s'approche de B 
où s est très grand négatif; A Tare ACB correspond ainsi AIGW. 
Il résulte de cela qu'il faudrait avoir les racines de votre fonc- 
tion /(^) dans Tespace compris entre les deux droites « = - 1 + ^/ 

« = — - 1 4- /| en excluant Torigine par un petit contour. 



B' 



u 



Je vous envoie en même temps deux feuilles d'Halphen; j'ai 
été assez contrarié dans la correction, parce que le Volume de 
Liouvilleoii se trouve le Mémoire sur la multiplication por ^ — a3 
est en ce moment chez le relieur. Mais j'ai fait ce que j'ai pu. Je 
réfléchirai sur ce que vous m'écrivez sur la transformation ; je me 
suis embarqué dans une grosse aiTaire avec mon article sur la 
Théorie des nombres, et à cet égard permettez-moi quelques 
remarques d'un caractère très élémentaire et qui .ont besoin de 
toute votre indulgence. 

Pour montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers, il faut 
faire voir que l'expression 

(i) a«.3P.5T...^^ («f P»Yf •.M^ = o» «•»• •••!•) 

ne peut pas représenter tous les nombres entiers. Or, cela résulte 
de ce que la somme 
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a ime yniemtjlnie tandis qu'on sait qm la i 



•*ï*i 



a une valeur infinie* On ne pent te refuser d*a«knellre après celle 
remarque, gu*à ta longue les nombres qui sont compris dans la 
forme (i)de?iennenl£pi/Eii£iiieA£ rares dans la suite if a, 3, •••,oo. 
En prinèipe je yous accorde qu*il n*j a rien de nouveau dans ce 
genre de démonstration, mais je crois que c'est là la forme la plus 
simple qu'on peut donner à ce genre de démonstration. Et voici 
surtout un fait qui a peutrétre son importance : A étant un nombre 
donné, il est facile de déterminer n par cette condition que 

H 1-...-4--> A. 

% m 
Si je prends alors pour A le nombre j -• on sera 

sûr que tous les nombres i, a, •••, il ne sont pas delà forme (i) 
et qu'A existe ainsi certainement un nombre premier plus grand 
que/» el plue petit que n. On a donné ainsi une forme i peu près 
purement aritbmétiqne i la démonstration en la complétant aussi 
par rindication de cette limite précise n. Le raisonnement classique 
d'Endide donne de même une limitation précise, il j a au moins 
un nombre premier entre j» et a . 3 . 5 P + ^ (incL). 

J^avoue que cela me donne l'espoir qu'un jour (que je ne verrai 
pas) on mettra la démonstration de Dirichlet sur l'infinité des 
nombres premiers dans la forme ak + b sous une forme arithmé- 
tique avec l'indication précise qu'on aura au moins un nombre 
premier pour lequel it est inférieur à un certain nombre. 

La méthode de démonstration d'Euclide n'est pas tout à fait 
stérile pour les nombres premiers compris dans certaines séries > 
arithmétiques. Soient 

3, 7, II, .... p 

les nombres premiers de forme 4^ — > qui ue surpassent pas /», 
A le produit d'un nombre impair d'entre eux, B le produit des 
autres, alors A + 4B est de la forme 4'^ — > «I admet ainsi au 
moins un facteur premier de cette forme qui éridemment doit être 
plus grand que/i. De même pour la forme 6ii — i. 



I 

? 
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Soienl encore 

5, i3, 17, ..M /» 

lés nombres premiers de forme 4 ^ + > qui ne surpassent pas p^ 
A le produit d'un nombre quelconque d'entre eux, B le produit 
des autres, alors les facteurs premiers de A.*-i-4B* sont tous de 
forme ^n-^i^ et évidemment plus grands que p. 
De même pour 6/t -H 1 : 

7» «3. "9. 5«» •••• />» 

les diviseurs premiers de A* + laB* sont tous de la forme 6/t 4- 1| 
et plus grands que p. ^ 

Mais en voilà bien asses sur ces choses élémentaires. J'envoie 
cette lettre et les épreuves directement & Vannes en ayant soin 
de les recommander pour être sûr qu'elles ne s'égarent pas. 

Veuilles bien me croire, cher Monsieur, votre très dévoué. 



a69. - STÎELTJES A HERMITE, 

Toalovae, 99 septembre 1S90. 
MoirsicuR, 

A la suite de ma lettre d'hier, j'ai réfléchi encore sur la fonction 
(I) Q(*) = jX«logi±i-R^(*). 

ou la transformée en z. Si l'on voulait considérer cette fonc- 
tion seulement pour mod x > 1 et chercher avec cette restriction 
les racines qu'elle peut avoir, il faudrait (qu'on emploie la transfor- 
mation en c ou non) toujours avoir une certaine connaissance de 
la succession des valeurs que prend Q(x) sur le cercle modâ? = 1. 
En elTet, le théorème de Cauchy, que vous avez appliqué, est 
identique, au fond, avec le suivant : Si une fonction f{x) sans 
pôles et uniforme admet k racines à V intérieur d^un con- 
tour C, l'argument de f{x) crott de 2kn si x décrit le con-- 
tour C et réciproquement. Il faut donc avoir une certaine 
Connaissance des valeurs que prend f{x) sur le contour ei en 
savoir asses pour voir combien de fois le point qui représente 
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fijxi) tourne aalour de rorigine. Or, le théorème de Cenekj 
peat-étre eonsidéré comme infiqiiuit piécUéiiieiit le minimiim de 
ce qu'on doit savoir sur la marche de f{x) pour en pouvoir con- 
dore le nombre k des révolntions antonr de Forigine. IfalheoreÎK» 
sèment je ne vois pas de formule qui puisse donner quelque 
indication sur la marche de Q(x) sur le cercle modx = i; le seul 
moyen serait de supposer h très grand et d'appliquer alors la for- 
mule asjmptotique de Q«(^)i mais j'ai vu qu'on serait conduit de 
cette façon i une discussion longue et fastidieuse et j'j ai renoncé 
d'aptant plus que les résultats resteraient toujours un peu problé* - 
matiques. Trouvant barré ce chemiui j'ai cherché un autre mojen . 
et je crois avoir réussi i peu près de la manière suivante. 

La fonction Q(«) est définie d'abord pour modjp > i par (i) ou 
bien par la série 

mais elle peut être continuée aussi pour mod«<i. Seulement, 
pour avoir une fonction uniforme, j'applique une coupure recti* 
ligne de — 1 i + if le logarithme a alors un sens parfaitement 
défini et, comme je l'ai remarqué hier, le coefficient de i dans 

log ^j^' est simplement égal i l'angle y, cet angle étant pris avec 

le signe — lorsque a? est au-dessous de l'axe réel et avec le signe + 



.-^• 

E^ 



^ 



lorsque jr'est an-dessous de l'axe réel. Il résulte de là que, lorsque ar 
est réel compris entre db I, on a 

(3) Q(jr) 1C. ix. iog J^ - R.q: 5.X., 

le signe supineur ajant lien lorsqu'on considère s conune situé 
i une distance infiniment petite am-deuu» de l'axe réel; la fone* 
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lion 

jX,logl±|-R, = S(*) 

est réelle; on ne la considère que tant que x est sur la coupure. Lia 
fonction Q(x) ainsi définie est uniforme, continue, elle n*a point 
de pôles. En appliquant donc le théorème rappelé plus haut, on 
voit que le nombre des racines de Q(j?) = o dans l'espace com<» 
pris entre les contours C et C est égal & 

--- [var. arg. de Q(^) tar G -^ Tar. arg. de Q(4r) sur C'J, 
les contours C et C étant parcourus dans le sens indiqué par les 



flèches. C'est cette formule que je vais appliquer en supposant que 
le contour C s'éloigne indéfiniment et que le contour C se resserre 
indéfiniment autour de la coupure. 

Le contour C ne donne aucune difficulté, car, puisqu'on a sur 
ce contour 

Q(*) = 5Im (•+«), 

où mode reste aussi petit qu'on voudm, et que la variation de 
l'argument d'un produit est égale à la somme des variations des 
arguments des facteurs, il vient 

(4) var.arg.Q(*)s— aic(n^i), 
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éTidemmenl. 

Reste i considérer le conloor O pour lequel j*adople à la limiui 



:i==0 ' ^G& Z ^ ^ 



le chemin abcVJda entonranl les points db i par des petiu cerdes 
^ de rayons infiniment petits. 

le dis d'abord qoe sur ces petiU cercles la variation de l'argu- 
ment de Q(d?) est infiniment petite et négligeable. En effet, 
pour X = 1 + te^, on a 

= ;X.log(a^t**)~R(4r)^iX.log(i)-.(ix.l)£. 

^ . Ici X« est voisin de i , R («) vobin d*une certaine valeur finie ; on 
voit donc que la partie rëeÛe dé Q(x) est cmistamment infiniment 

• grande et positi.ve i cause de - X« log l^y 

Le coefficient de i, au contraire, est très petit par rapport i la 
partie réelle, donc l'argument est constamment voisin de séro. De 
même pour le cercle autour de — i; li, la partie réelle de dt est 
très grande par rapport i la partie imaginaire et a le signe 
de (—!)-+•. 

Reste i considérer le double chemin de a vers htlAeV vers ^f. 

liais je disque 

var. arg. sar mb a var* arg. sar b'a\ 

En effet, lorsque n est impair, Q(«) est pair et l'on retrouve sur 
le chemin Vct les mêmes valeurs et dans le même ordre que sur ah. 
Si n est pair, Q(x) est impair et la chose est encore évidente, car 
la variaiion de l'argument d'un point^ est la même que la varia^ 
iion de l'argument du point correspondant — ^, caria différence 
des arguments est constante =s *• 
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Il suffira donc de considérer le chemin Vcl où l'on a 

il faut choisir, en êflet, dans la formule (3) le signe inférieur, 
puisque le point est censé être & une distance infiniment petite 
au-dessous de la coupure. 
On a donc 

P.R.Q(x)«S(*)=ix»log(i±|)-R. 

P.I.Q(^)a?lX«. 

Soient y%>yî >yi> ... >ym les racines réelles de S(jp)=o, 
JTi > J?a > . . . > J?^ les racines de Xn = o. 

Alors en b' infiniment voisin de + 1» S(j?) est positif très grand, 

tandis que la partie imaginaire de Q(x) est & peu près - i. L'argu- 
ment est donc infiniment petit positifs t. Lorsque x va vers^», la 



■^ ■ ■ 






«k» 



partie réelle et la partie imaginaire décroissent simultanément, 

en ^9, S(x) = o, X„(j?)>o, donc là, Targument est =-• 

Lorsque x va de j't versj^i, la partie réelle part dé o, prend des 
valeurs négatives et revient à séro, tandis que le coefficient de 1 
s^annule une seule fois; Targumcnt croit donc de n. 

Il est facile de continuer ce raisonnement; la figure montre d'une 




manière sommaire la courbe décrite par le point qui repré- 
sente Q(ir). 
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' Beue 6^ tljr^ mm t ^ 

» JTit^ljrm ». »« 

» jr« el «* > - ; 

L'accfoissemeni total de rargomeiit est donc, 8b(iiH-i)« 
sar Vêf^ done sur la courbe O cet àccroisfenieiitefl 

(5) -^a«j[ii-l-i). 

Or, sur k couribe G nous a^bns troinré 
(fonn. 4) . . «— a«(ii-i-i). 

Donc la fonction Q(x) tdle que noos Fanins définie n*a paimi 
deséras. 

[Remarque. —^ Dans le calcul de la Turiationde Targumênt 
sur O j*ai négligé certaines quantités très petites mais le ré- ' 
sultat aW(ii + i) doit être rigoureusement exact, car on sait 
d'avance que là .Tariation doit être un multiple exact de aiç, i cause 
dé l'unifomuté de la fonction.] 

. Il ' me semble que le raisonnement précédent est bien exact, 
mais je vous avoue que je ne vois pas clairement comment ce 
résultat peut s'accorder au vôtre (que je tiens aussi pour hors de 



. •• ~'-T- . ■ 

dout^). G>mme je rai dit, Pextérieur du cercle woods s i corres- 
pond sur le plan des s avec la bande comprise entre d: -i + i en 

exceptant l'origine par un petit cercle. Si l'on pénètre maintenant 
dans lecerde modjp ss i sans franchir la coupure, le domaine M 
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déborde aussi sur les droites db - 1 4- /; mais sans jamais atteindre 
les droites ± iti -H /, car le coefficient de 1 dans 

reste inférieur & ic. La partie réelle de z qui est le logarithme du 
rapport PA : PB peut avoir une valeur quelconque. ^ 

Le domaine de x que j^ ai considéré correspond donc sut le 
plan des z avec la bande comprise entre dcni-^i excepté 
V origine. Or, dans cette bande, vous avec 2/14-1 racines; il est 
vrai que vous avec multiplié par (e' — i)^. Quoique j'aie bien 




regardé, je dois avouer & ma honte que je n'ai pas i*éussi â dé- 
brouiller cette affaire, j'j réfléchirai encore, mais peut-être vous 
serez plus heureux que moi & découvrir l'explication. 

Veuilles bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assurance 
de mon dévouement sincère. 



S70. — STIELTJES A HERMITE. 

TottloQM, 29 Mpt«nbr« 1890. 
Chea MoirsiBua^ 

Permettez-moi d'ajouter encore quelques mots & ma deiiiière 
lettre, car je viciis de reconnaître que nos résultats, loin d'être 
contradictoires, sont concordants et qu'il est facile de passer de 
votre résultat au mien et réciproquement. 

Q(*)-iF(#)log2±i-R(»)-c(jl^+...), 
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Je remarque d*abord >|ae 

Q(sïî)-<=[(ssr*'(ssr* •]• 

donc réqaation Q ( ^ j as o admet ii + 1 racines nulles et 

/(s) ss o admet donc a a + 1 racines noDes. 

Ot^ vous démontra que l'équation /(s)sso admet -exacte» 
ment an + 1 racines dans la bande comprise entre les droites 

Msadzwi^i (Ide— 9oà-f-«o). 

Donc dans cette bande /{m) = o n'a pas d*amires raemes 
qne jb =: o. 
Or, c'est U an fond mon résultat, car mon domaine K corres- 



^ 



pond exactement i votre bande, excepté nn petit contour envelop- 
pant l'origine et qui se rétrécit indéfiniment lorsque le contour Xl 
s'éloignei l'infini. Il va sans dire que lorsque j'ai dit que Q(x)=io 
n'a point de racine, j'ai considéré uniquement les vUeurs finies; 
on peut considérer n =s oo comme une racine multiple d'ordre ii+ 1 , 
Au fond, ma métbode ne doit pas difi'érer beaucoup de la vôtre, 
mais je suis extrêmement beureux de reconnaître la concordance 
de nos résultats. 

Votre bien dévoué* 
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B71. - HERMITE A STIELTJES. 

Vanncfl (Morbihan), »5 septembre 1890. 
Mon chbr Ami, 

L'application que vous venes de me communiquer du théorème 
de Ckuchy qui donne le nombre des racines de/(4) :=o dans un 
contour fermé au moyen de la variation de l'argument de/(«), 
lorsque z décrit ce contour en entier dans le sens direct, est 
entièrement nouvelle et extrêmement intéressante. Votre analyse 
ouvre une voie, vos méthodes pourront être employées dans 
d'autres cas, et il me semble bien désirable que vous publiiez ce 
que vous m'avez écrit. 

Bien que sous des formes différentes nous ayons fait la même 
chose, le théorème de Giuchy est si important et, d'autre part, il 
a été si peu employé, qu'il ne serait pas inutile de le rappeler au 
souvenir et de le mettre en lumière. On se contente de l'admirer 
et on le néglige; probiicu laudalur et alget; nos deux articles, 
si vous voulez répondre à mon désir et nous associer, pourraient 
engager les amis des fonctions sphériques & joindre leurs efforts 
aux noires et il se trouverait peut-être que la question qui est 
entamée fût poussée plus avant. Jamais, je dois vous le dire, je 
n'aurais la hardiesse de m'engager dans la voie difficile dont vous 
avez surmonté les obstacles, mais je voudrais ne pas être seul â 
avoir apprécié votre habileté et je ne doute pas que, dans d'autres 
circonstances, on puisse imiter et employer vos procédés pour 
d'autres équations transcendantes, comme il s'en offre tant dans la 
Physique mathématique. 

Permettez-moi maintenant une remarque au sujet de la substi- 
tution dg= ^»^' * ^^^^ ^^ théorie des fonctions sphériques, ou 
plutAi 4P 3= -7 cotJ^^ en posant s s= a iX^. L'équation 

devient d'abord 
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L'intégrale ' eomplèle est devenue nniforme et holmnorpliei 
réqliaUon n'a done qae des points singuliers a/yNirsiii;ff donnés 
par l'équation sinÇsso. Les solutions peuvent s'exprimer sous 
eette forme 

^^ ■■ À# eosnÇ -♦- Ai eos(n — a)Ç -♦- Al eos(ii — 4)Ç -h- . . , 
puis 

^, s ([A«cositC H- At ees(it <^ a)t -h...] -H Ht iittit C -H B| sia(ji *- aK-H... 

. et l'on a pour la première 

^ a A«[cosiiÇ -h ni cos(ii -» a)C «t-. • «-h it} cos(it — a^)C -h. « .], 

•Hi, iist ... ^lamt *# ^TT^^* *"* '* "*'*^ point lecherché Bt» 
B|| •••! mais la seeonde solution appelle l'attention parce que» si 
l'on développe suivant les puissances de Ç, toutes les puissances' 
ayant (<*+* disparaissent. Enfin je ne puis me rendre compte de 
quelle manière il se fait que l'on ait 



^-rf^ 
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Quittant l'Algèlwe pour l'Arithmétiquei je ne suis pas plus 
habile i voir pourquoi dans les quantités A4-4B et A*+4B* 
se trouve un diviseur premier ^-ri ou ^imod4 plus grand 
que Pi pourquoi. plus grand? 

Mais je suis trop occupé avec la transformation, pour réfléchir 
suffisamment sur ce point. 

J^ai envojé i M. Gauthier-Villars les épreuves d'Halphen; nous 
touchons, je pense, 4 la fin de ce travail qui vous a demandé tant 
de peine* . i 

En vous renouvdanti mon cher ami, l'assurance de' toute 
aflTection. 
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S7S. - STIELTJES A HERMiTS. 

ToalottM, 97 teptembre lâQO. 
Cher Momsibur, 

J'ai reconnu depuis quelques jours que votre travail sur Tëqua- 
tîon Q(:r) = o donne la solution complète et ma méthode est au 
fond absolument identique & la vôtre et n'en diffère que par la 
forme. 

Vous aves remarque qu'en posant 

la variable x repasse une infinité de fois par les mêmes valeurs 
lorsque z prend toutes les valeurs possibles, mais cette circons- 
tance, loin d'être un obstacle, est tout & fait dans la nature des 
choses et tient i la non uniformité de la fonction 



lp,(,)log(j±Ij_R. 



*en sorte que vous aves résolu la question non seulement pour 
l'équation Q(jr) = o telle que je l'ai considérée [Q(x) étant 
devenue uniforme & l'aide d'une coupure], mais en même temps 
pour toutes les branches de la fonction qui sont de la forme 

Q(ar)-f.^iciP(jr), 

k étant un entier. Ce sont précisément les racines que vous trouvez 
dans les bandes entre A'itf H- t et (A* -h i)ici-h t qui répondent à 
ces autres branches de la fonction. 

Je m'étais donc trompé complètement sur le véritable sens dr 
vos résultats et j'en fais amende honorable. (N'ajant plus volt*c 
démonstration sous les yeux, seulement l'énoncé du résultat dans 
vos lettres, je ne suis pas bien sûr si dans la bande entre dbici +/, •• .« 
vous aves compté la racine o avec le degré de multiplicité qui 
convient; cependant, dans vos lettres, je trouve l'énoncé du résultat 
exact, 2/14-1 racines dans cette bande, mais ces racines sont toutes 

JIOI.I.BS.) 

Je vais énoncer maintenant ce qu'enseigne votre résulut sur lu 
II. 7 
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distribatlon des rmcineê dans le plan des x. Je détigiie d*abord 



par Q(ar) la Talenr Uen déteriiiiiiée de mes lettres précédentes. Si 
Ton trsTerse la coopore de bas en banl nne seule fois, on obtient 
une seconde bande Q(«)'t-iciP(x), car la fonction Q(^) elle* 
même, idle que je Tai définie, fwésente un saut brusque de 

S(x)-h ^icf P(x) (bord inférieur de la coupure) i S(x)— ^ici P(«) 

(bord supérieur de la coupure), tandis que les valeurs de la /bue- 
iîan anafyiiqye Q(x) présentent une suite coniinue de valeurs. - 
En général, lorsque, partant d'une valeur x avec Q(x), on franchit 
A* fois la coupure de bas en haut, / fois en sens contraire, on arrive 
a une branche 

et, tant qu'on ne franchit pas de nouveau' la coupure, on a une 
branche artificiellement uniforme comme Q(x). L'équation 

Q(*)-*.(it-/)ic.P(*)«o 
a maintenant, tant que t — I n'est pas nul, toujours n racines, et 




ces racines sont situées au-deeeouM de l'axe réel lorsque k^l est 
pa$iii/, oêhdeMius lorsque it — / est négai(f. Ainsi, en partant dç 
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Q(x) pour alleindre une racine de Q(x) + niV{x)sso^ on doîl- 
d'abord franchir la coupure de bas en haut pour arriver & la branche 
Q(x)'h^iP{x) et ensuite aboutir [sans franchir de nouveau la 
coupure, ce qui ramènerait & Q(^)] & un quelconque des n points 
situes au-dessous de Taxe réel. 

Lorsque k — /sso, Q(j?) = o n'a point de racine, comme jo 
Tai dit déjà. Dans le cas A: — /s=s i, n = i, a, j'ai calcule eflecti- 
vement ces racines. 

Tout cela se déduit immédiatement de vos résultats par une 
étude attentive de la substitution 

mais, comme ces considérations peuvent paraître un peu délicatcH, 
j^ai confirmé cela encore par ma méthode, mais qui est au fond 
identique â la vôtre; pour en indiquer la raison en deux mots, 
lorsque je considère la fonction Q{x) sur le bord de la coupure 
pour déterminer la variation de Targument, cela revient absolu- 
ment, par l'effet du changement de la variable, & considérer, sur le ' 
plan des Sy la fonction sur les droites 

±«•-4-1 (/ de — »à H-») 

et de même, si vous considérei, sur le plan des «, la bande entre 
les deux droites 

' kici-^i ei (A--f-a)ici-4-f (i: Impair), 

cela revient encore à considérer, sur le plan des j?, non plus la 
fonction Q(^)i mais une autre branche Q(^) + mtei P^(x) sur le 
bord de la coupure. On peut traiter de la même façon l'équation 

Q(jr) -4- mici P«(a?) SB o, 

«lans laquelle m est une constante réelle quelconque (non plus un 
entier). 

Je ferai très volontiers, pour nos Annales (*), un article où je 



(■) Noté d€ê édiUurê, — Cette Note a para dans les Annales de ta Facutiè 
tiee Seiemcn de Toulouee (L IV, p. J.i, 1890) soat le titre : Sur tee raeinee de 
la fonction ephériquê de êtconde eepèee. 
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diJuni d'aboid, p«r Fétnde de h substitiitioii 

de YOÊ résoluu ee que j*ai eiposë plus haut sur la dlslribalMM des 
racines dans le plan des 4r,.el je pounai ensuite exposer aussi 
commeni on peal arriver au même résultat sans cette substitution 
et i l'aide du théorème de Cauchy sur la variation de Targunient. 

Je vous demanderai alors seulement une épreuve de votre Mé» 
moire parce que j*en aurai i parier et i 7 renvoyer le lecteur. 

Deux mots seulement sur FArithmétique. 

étant des nombres premiers de la forme 4^* — 1 , A le produit d'un • 
nombre impair d'entre eux, B le produit des autres, 

A-I.4B 

est évidemment aussi de forme 4n^% et admet, par conséquent, 
au moins un facteur premier de cette forme, parce qu'un produit 
[d'un nombre impair] de nombres de la forme 4t — 1 ^^ tou- 
jours de la forme 4 '**-*■• Or, parmi les &cteurs premiers de . 
forme 4^^ — > de A + 4B ne peut figurer aucun des nombres 3, 
7, •..,/», car 3 divisera^ par exemple, A (ou B), mais non B (ou A) 
et de même pour tous les autres. On peut prendre, par exemple, 
A = 3 et B s=: 7 X 1 1 • • •/». 

Dans le cas de A*+4B*» j« dois invoquer ce résultat que, x 
et^ étant premiers entre eux, tout diviseur de x*+^ est de la 
forme 4^ + 1 • Ici et dans le cas des nombres premiers de la forme 
611 + 1 , le raisonnement est un peu moins élémentaire, puisqu'il 
faut s'appuyer sur certains résultats de la théorie des formes qua- 
dratiques. 

Je n'ai point encore étudié suffisamment votre substitution 

X = ~iZZi ^^'^'^ l'équation différentielle de X«, mais je vous prie 

de vouloir bien accepter avec bienveillance l'épreuve de mon article 
sur les Xfl dans nos Annales où, vous le verrea, j'ai eu recours à 
une de vos méthodes. 

Yeuillex bien me croire votre très dévoué. 
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S78. — STIELTJES A HERMiTE. 

Tovlouse, vj sepUmbre 1890. 
Cheu MoirsiBURi 

Je ne peux in^einpéchcr d'ajouter quelques mots & ma lettre, car 
je viens de faire une petite remarque qui vous fera plaisir, je croisa. 
Elle consiste en ceci : la proposition que 

Q(*) « 5 P*(*) 'og( J^) - H-(*) 

n'admet pas de zéros peut se démontrer directement et sans aucun 

calcul. Bien entendu, logf _ J a une infinité de valeurs diflTénint 

par des multiples de aicf, mais je suppose qu'on prenne la détermi- 
nation dont la partie imaginaire est comprise entre ±:ici. C'est 
ainsi qu'on obtient la branche diterminie que j'ai désignée, 
toujours par Q(^); pour une autre détermination du logarithme 
votre théorème a lieu et il j a exactement n zéros. Voici mainte- 
nant ma démonstration* 

La branche déterminée que je considère peut être représentée 
par une intégrale déûnie 



3Q' 



■'"-/:'^ 



P-di) 



du. 



L'intégrale n'a pas de sens lorsque x est sur la coupure, mais, 
pour tout autre point, elle a un sens et représente a Q''(^)* Main- 
tenant, si Ton avait 

/ ^— ^ du as O, 



(I) 



X n'étant pas sur la coupure, je dis qu'on aurait aussi 



(») 



£n effet. 









'•<"/:'ï^ 



P*(tf) 



du. 
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Oti dans* le second memlirei la première intégrale s*aminle en 
rtn des propriétés de P*(ir) et la seconde en Tertn de l*hjpo- 
èse (i). K!als Je dis que Téquation (a) est impossible. Supposons, 
i effet, xs= a + bif on deinrait ayoir 



/: 



L. îJ^?¥bI(— )-'fl*' 



Or, la partie imaginaire ici ne peot pas s*annoler 4 moins qa*on 
l 6s=o, mais xzsza serait réel et, puisque x n'est pas sur la 
»upnre, jp -» ir ne changerait pas de signe et la relation (a) est 
icore impossible. Cest bien, je crois, ce qu'il 7 a de plus simple. 

Veuille! bien toujours me croire Totre très déToué. 

WA:^ BSRMtiTB A STIBLTJBS. 

Tsaact (Moibiksa)* isicplMakie »0s». 



Con Ami, 

.Votre Mémoire sur Ici poljnomes de Legendrè est extrêmement 
sau, je ne puis asses vous dire combien j'ai, eu de plaisir 4 le lire 
je ne crois pas qu'il ait jamais été publié rien de plus important 
ir ce sujet. Je suis émenreillé surtout de l'expression 



T 



/ic(i--fo) 



ii donne en. même temps S*(icosl); c'est un résultat capital, 
^mme le montrent les conséquences que vous en tires, parmi les- 
iielles la démonstration de la proposition de M. Bruns et la for- 
lule si simple qui donne avec tant d'approximation les racines de 
*(jr)sso, ne sont pas les moins dignes de remarque. Je dois, 
nrès-demain, partir de Vannes pour revenir 4 Paris vendredi soir, 
. le temps me fait défaut pour suivre les idées qui m'ont été 
Itérées en vous étudiant; je m'empresse aussi de vous renvojcr 
{preuve que vous m'avex adressée en pensant qu'elle vous est 
eut-étre nécessaire. L'idée de considérer dans la recberche des 
icines de Q(^) = o les déterminations multiples Q(x) -h kiic P(x) 
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ue mVlail jamais venue, elle vous revicnlcomplètemenl; si elle .ho 
rattache i ma mëihode c^est par un heureux hasard dont je n'ai 
point le mérite et il faut pour y par\xuir une analyse si déticalc 
que vous rendrez grand service en la publiant dans les Annales. 
Je regrette que vous n'ayei pas conservé Tépreuve de mon article, 
je vous l'avais envoyée croyant que vous vouliei la réimprimer 
dans ce recueil, mais, si c'est encore votre intention, j'en deman- 
derai une nouvelle i M. Lerch, et vous la recevrez aussitôt qu'elle 
me sera parvenue. C'est de la formule 



'»-<"-jC"ff^ 






que j'ai tiré la conclusion que l'équation 

n'a aucune racine finie, et du développement suivant les puissances 
descendantes de la variable, qu'elle est satisfaite pour une valeur 
infinie, mais je n*ai point fait la remarque bien nécessaire sur 
l'ordre de multiplicité qui est /i + i • Votre méthode, qui prend 
pour point de départ l'expression de M. Neumann 






est ou ne peut plus jolie; ne pourriez*vous point lui donner place 
dans votre article ? Je tiens particulièrement, je vous le redis, à 
l'application entièrement nouvelle que vous avez faite du théorème 
de Cauchy sur la variation de l'argument, théorème capital qui n*a 
encore été employé, si je ne me trompe, qu'à démontrer que toute 
équation algébrique de degré /i a n racines. L'usage que je fais de 
la relation 

qui vous est inutile, constitue, ce uie semble, entre les deux 
méthodes, une difl*érence assez sensible pour qu'il soit bon de les 
donner l'une et l'autre. 

En vous renouvelant, mon cher ami, mes bien sincères, mes 
plus vives félicitations sur l'heureux succès de vos eflbrts et votre 
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bonheur analTtiqM, aiiiii.qM TaiMmBee de met tentimenud*âflee» 
lion bien dévoaée, 

P» S. — Aresr^ùOÊ remarqué qoe la formnle de Rodrigiiet 
X<i= Z\ J^T donne immédiatement, an moyen de la dérÎTée 
jiUm d*nn prodnity cette expression 

J*ai trouTé qn*on en tire facilement 

X»-»«»5y eot«r(jrcosr-i-<iiBr)"dlf, 
résultat déjà donné par M. Catalan. 

t76. — STŒLTJKS A HSMOTS, 



Gna BfovsnvBi • 

je sois désolé d'apprendre qu'une méprise de ma pari va vous 
causer peutrétre quelques ennuis. Lorsque j*ai reçu l'épreuve de 
votre article dans les Mémoires de Bohême, je ne savais pas que 
je pouvais la garder pour la faire réimprimer dans nos Annotes; 
au contraire, j'ai cru que cette épreuve vous était nécessaire, pour 
la renYOjer à Pkague avec les dernières corrections et le bon i tirer. 
Je YOQS l'ai donc ren9oyée à Vannes, n'est-elle pas arrivée à desti* 
nation 7 En tout cas, me voilA dans la nécessité de vous demander, 
soit cette épreuve, soit votre manuscrit, si on vous l'a renvojé et 
que vous Tajei gardé. Je le remettrai aussitAl à M. Baillaud qui 
doit rentrer aussi ces jours-ci; en attendant, je griflbnnerai aussi 
ce que vous me demandes. 

Pour ne pas laisser cette lettre sans le signe f, je remarque 

que 
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donne, ^(«) étant un poljnome du degré n au plus, 

(•) +(,)Q.(x)«i+(,)y"f^rf„, 

car la diiTérence des seconds membres 

De li| je conclus que si Ton a 
(«) +(i*)P«(ii)=.atP*-4-aiP«-»- ..-h dit ?*(«), 

^ les a«, • . M ^* étant des constantes, on a en même temps 
(a') +(»> Q«(*) a a«Q«-h a, Q« -*-. . -^ «it Q*(*). 

II suffit de multiplier (a) par - ^ et d'intégrer entre les 
limites ±:i. 

Voici une autre remarque : le polynôme 

Y = a, P«(*) -H «t P«(*) -^. . .-4*- «t* P*"(*)» 

où aif Aff • . ., atm sont des constantes quelconques, mais dont la 
dernière a^m n^ est peu nulle, ne peut jamais être divisible par V^{x). 
En effet, si c'était possible, on aurait 

Y-i.(*)P«(»}, 

^{x) étant un polynôme du degré n effectivement et qu*on pourrait 
mettre sous la forme 

fKaf)«cP«(»)-4.R,-„ 

e étant une constante différente de Jiéro et Ra.i un polynôme du 
degré n — i au plus. 

Or on aurait / Ydjr = o d'après la définition même de Y et, 

d'autre part, 

f ^dxMMf P»(*)[cP»(«)-HR^,]<£!r-c/' P*(jr)»rfr, 
ce qui implique contradiction. 
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Si Ton éciji que Y s*kiiniil« pour les. ncinet * ss ^%zsz.'. .ss jr^ 
de P*(jp)=s o, on obtient i» équations linéaires homogènes entre 
les 211 — I constantes 

«If «If •-•• ••-It ^m¥%9 ^m^%9 •••» •!» 

et, malgré Tabondance de cet constantes, il est, d*après ce qui 
précède, impossible de les satisfaire sans poser a^jisso* Algébri* 
quement on en conclut qu*un grand nombre de déterminants doivent 
s'annuler, 

G>mme ces délarminants sont formés par des empressions en x% , 
^sf •••! '«f il semblerait au premier abord qu'on trouverait de 
cette façon certaines relations entre les racines de Téquation Pj,= o, 
ce qui serait extrêmement intéressant; mais cela n'est pas, les 
racines se détruisent mutuellement et l'on n'a que de pures iden- 
tités, ce qui semblait bien probable, a priori, du reste. A cette 
occasion, je me suis demandé : n'est*il pas extrêmement probable 
; que deux équations 

P«(jr)ao, P"(jr)«o 

n'ont jamais une radne commune (excepté la racine o lorsque m et 
n sont impairs)? Et peutrêtre cette proposition n'est-elle qu'un 
corollaire de ce fait (7) que l'équation P*(x) = o ou, lorsque n est 

. impair, l'équation — —^ = ô est irréductible. Mais je ne vois pas de 

mo jen d'aborder cette dernière question et je me bornerai à penser 
d'abord de temps en temps à cette propriété probable des deux 
équations P**= o, P"=r o. 

Veuille! bien me pardonner, cher Monsieur, l'ennui qui résulte 
pour vous de ma méprise et me croire toujours votre bien dévoué. 



S7e. -^. HERMITE A STIELTJES. 

PariSy • Boveaibic %^^ 
Mon'cBBX Ami, 

J'essaie, après avoir été bien dérangé, de me remettre è l'ouvrage 
et je viens vous formuler un peu plus clairement mon algorithme 
pour l'approximation par des fractions' dé même dénominateur de 
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deux fonctions que je représente sous forme de séries ordonnées 
suivant les puissances croissantes de la variahle. Soient S et T ces 
deux sërieSy je me propose d'obtenir les polynômes A, A', A' des 
degrés a/i| a/t — 1, a/?-' i, B^B', B'des degrés an — ly a/i, a/i — i, 
et Cy C\ C*^ des degrés an — 1, an — 1, an, de manière i avoir 



AS-A'=*»«U, 


AT— A'»jr»«U', 


BS-B's«*"V, 


ET— B'*.*»«V', 


CS-C'=.*»«W, 


CT-C-»»»W', 



U9 V| • . ., étant de même des séries entières en x. 

Mon but est d'y parvenir au mojen d'une relation de récurrence, 
en liant, comme je vais vous le dire, le système de ces neuf poly- 
nômes i neuf autres de même nature où l'un a changé n en n 4- > 
et que je désigne par A|, Ap A'; B|, B',, B'; C|, Cn C,. Nous 
aurons par conséquent les conditions 

A, S - a; « «•*+«u„ A|T- a; » «•»+»u'„ 

B, S — B', « ap««+« V„ B,T — B; « ar*»^» V, , 

C,S — C'i -B «••^W,, C,T- C; = »«»^W',. 

Cela posé, je dis qu'on a en premier lieu 

iA| aXA -f-fiB -^-vC, 
A',«XA'-i-fiB'-HvC', 
a; -XA'4-fiB'-HvC% 

\ étant du second degré, |a et v du premier degré en x. C'est ce 
qu'on tire des expressions de ces coelTicients par les formules 





% (A|BC) 
^-(ABC)' •*" 


(AA,C) (ABAi) 
(ABC)' *"TÂBC) 


On a 


en effet 
(ABC) = 


A A' A' 
B B' B' 
C C C 


= 


A *»"U Jr»-U' 
B *»«V x*'\" ; 
C «»»W »»»\V' 



le déterminant éUnt du degré 6n, on en conclut (ABC) s gx*''^ 
g étant une constante. Nous obtenons pareillement 



(A,BC)t 



Ai 


A'. 


A', 




A, 


te»»**V, 


«»»+»U', 


B 


B' 


B» 


« 


B 


*»"V 


«••V 


G. 


C 


C 




C 


»»»w 


*»«w 
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t^ nuos le délermiaant est da degré 6a + »i Q eonticBl 

comme beteor, X est donc Ineii da seeoiid d^ié en 's. CoasidétOBS 
. encore (AA|G), c'e s t à dire 



(AA,C)- 



A A' A» 

A. a; a; 
c c cr 



A «^U «^W 



Voas YOjes ^e le délenniiiaiii est da degré on + 1 el ^*il eU 
encore divisible par :r^; par conséqaenl, |i etl da preoiier degré 
et de même v. 

^ Ce' point établi, je dit qaVn posant en second liea 

X', |a', y seront .des degrés i/ a, i; on le venait, comme toat à 
Fbeare, et voas reoonnattrei qae si Ton Dut 

C|aX'A-4-|â'B-hv'C, 

C|«X'A'-».|*'B'-+.VC, 
C;«X'A'-*.|â*B'-*.v'Cr, 

X% |if, V* seront des d^rés i, 1,9. J*ajoate, en considérant X, |t, v, 
qœ ces quantités se déterminent conmie conséquence des rd»* 
tions (a) par la condition qu*on Mt 

XU-4-|»V-+-^W««*U|, 

Les premiers membres doivent donc manquer du tome constant, 
des termes en x et en jp*, d*où six conditions auxquelles il est en 
• effet possible de satisfaire, puisque X, |a, v donnent sept coefB* 
cients arbitraires sous forme bomogène. Et de même avec 

X'U -h |a' V H- ¥'W « «•¥!, 

Dans l*espéçance d'sToir bientAt de tos nouvelles, crojea-moi 
toujours votre bien affectueusement dévoué. 
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B77. - STiELTJES A iiERMiTE. 



ClIEm MONSIEUH, 



To«lo«te, Il novembre 1890. 



Je ne peux pas attendre plus longtemps pour vous donner de 
mes nouvelles, mais pour dire quelque chose de réfléchi sur votre 
algorithme je dois vous prier de ni'accorder encore une huitaine 
de jours. Le fait est qu'en ce moment je suis à corriger des copies 
du baccalauréat et trois ou quatre jours me seront pris encore par 
la fatigante besogne des examens oraux de la licence et du bacca- 
lauréat» et je reprends mon cours. 

Heureusement je peux vous donner les meilleures nouvelles de 
ma famille, la petite Madeleine se porte très bien et amuse beau- 
coup les autres enfants. Je suis aussi bien disposé pour le travail. 
Dans mon article sur la théorie des nombres don t j'ai donné quelques 
Chapitres i M. Baillaud, j*ai résumé quelques-uns de vos anciens 

(01 b\ C| ... /| 
déterminer les déterminants = d= 1 

en nombres entiers, etc. 1. Ce qui, je crois, sera le plus utile dans 



-) 



ces premiers Chapitres de mon travail, c'est de faire connaître hi 
beau travail de M. Smith sur les systèmes linéaires indéterminés 
et sur les systèmes, de congruences linéaires. Il a traité à fond cette 
question* Un de ses principaux résultats c'est que, un déterminant 

b% C\ ... l\ 



«I 



«» ^* e» 



|A| 



étant donné en nombres entiers, on peut déterminer toujours deux 
déterminants 1 6 1 == d: 1 et 1 6' | == d= 1 de manière que 



|e|x|A|x|e'|- 



ei o o 
o et o 
o o «1 



o 
o 
o 
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oà et fMae e^^» Cet 
iaranâate «rilhiftîqwcg^ 

J*ai ▼« joitcMiCTt q«e M. Kjra^ecLcr, dwM le 
de fon Jooââd <|aé j^ai ir«, taX icvcwi wn*ceOit gacrtie»^ Hais il 
reUriboe à tort i M« FiobenÎM doai le lUmoire date de 1879; 
M. Smith avait déjà i peu près époiflé celle auilière dans aa Me* 
moire puLUé en 1861 dam les Philompkieal TraêuaeiiomM. Ea 
lemiiiiant, je Toaa renoaTeUe im demande de m*aeeoider aa sarsis 
|>our eiâminer i télé l epa s é e TOire algorilhaie. Je Yoas ea par* 
ferai bienlAl. Cett avec Irislesse qoe j*ai appris vos eaaais et désa- 
p^menU dont j*avais en qndqnes soapçons, par ce qne m*avait dit 
M.BaîUand. 

Venilles me croire tonjoars, cher Bloasienr, votre très dévoaé. 



S78. — MERMJTS A STIELTJSS. 



Ifov casa Ami, 



Paris, iS 



•89*. 



Je viens de m*apercevoir et je vab voas montrer qn'il n'j a pas 
A %'oas occaper^ comme vons me Taves bienveiUamment offert, de 
mon second algorithme, le premier qui est pins simple, comme 
n^empioTant que des quantités du premier degré, dans la rektion 
lie récurrence, suffit à tout. Gmsidéres les relations 

AS -H A'S'-H A'S*« j*iS«, 

•r m 

ob les coefficients sont des polynômes dont les degréf fpnt indiqaés 
comme il suit : 



A 


A' 


A» 


M m — 1 «— 1, 


B 


B» 


B* 


n — 1 N « — Il 


C 


C 


<r 


« — 1 # — 1 m. 



A«(B'C>. .V-CVC). Jk'miBCt, 
«•(CA*), «'e(CrA), ««sCCA'). 

e - (A'rx ef - ( A'B). e»- ( ab*). 
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on en lirey si l'on élimine successivement S' et S% de toutes les 
manières possibles, 

nis'- uîi's « x^* s,. VUS'- iHi's « T«* s;. 

Soii donc S =s I , on aura les relations 
•A^' — tt' a ar»«X'„ i«,S' - iH' a «»*i:;, eS' - ©' a jr»*!', 

les degrés des poljmomes qui y figurent étant 



X »<t' X' 

iKl TO ift» 

e c e* 



a» an — I a/i — i 
tin — I an an — i 
a/i — • an — I an; 



on a bien obtenu Tordre d'approximation mtiximum et c'est le 
même calcul qui donne à la fois l'approximation de la fonction 

, linéaire unique 

A-HA'S'-t-A'S* 

cl Tapproxlmation simultanée de S' et S' par des fractions ration* 
nelles de même dénominateur. 

LfCS théorèmes de Smith sur les systèmes linéaires à coefficients 
entiers m'intéressent' beaucoup, et je me réjouis de lire l'article 
que vous donnerei aux Annales sur ce sujet. Vous pourrez voir 
dans mon ancien Mémoire sur la transformation des intégrales 
hjperelliptiques de première classe que je l'avais donné et employé 
dans un cas particulier. 

C'est sans doute du voyage en ballon de mon pauvre neveu que 
vous aura parlé M, Baillaud. 

Avec l'espoir que votre petite Madeleine va toujours bien et vous 
priant de me croire toujours votre affectueusement dévoué. 
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tl9. -* BEBMtTB A STIELTJMS. 



Mov.cnt Ami, f 

PermeUei-iiioi d^appder Totre «tlention sur une proponliott ^e 
je Tiens vont faire et que je désirerais Tivement tous convenir et 
TOUS voir accepter. Depuis plusieurs années, vous aves produit un 
grand nombre d'excellents travaux qui vous ont placé à un rang 
élevé dans la Science et mérité la plus haute estime de tous les 
géomètres. Le moment est venu où cette estime doit franchir le 
petit cercle des amis de TÂnaljse et recevoir une consécration 
officielle qui vous fdace à un rang en rapport avec votre beau 
talent et les services que vous aves rendus A la Science. Cest dans 
jBctte intention que je viens vous demander de concourir pour le 
grand prix des Sciences mathématiques que l'Académie décerne . 
chaque année'. 

Permetlea-moi,- mon cher ami, d'espérer une réponse favorable . 
en vous priant de me faire connaître vos intentions, d'ici lundi 
prochain, la G>mmission chargée de proposer les questions pour 
les deux prix des Sciences mathématiques étant convoquée pour 
lundi à a^, et veuilles agréer la nouvelle assurance de mes senti- 
ments de la plus sincère affection. 

Un de mes élèves de l'École Polytechnique, M. Vallier, capitaine 
d'Artillerie attaché à la Commission d'expériences de GAvres (près 
Lorient), m'a communiqué, en me demandant de la vérifier, une 
formule d'approximation pour les quadratures semblable à celle 
de Gauss, et donnant exactement le même ordre de l'erreur com- 
mise, mais où Ton emploie les valeurs de la fonction aux limites 
de l'intégrale. Le résultat, qui est parfaitement exact, est celui-ci : 






la somme t'étendant i tontes les racines a, de l'équatioa 



Digitized byCjOOSlC 



LITTIIK 280. tl3 

parmi lesquelles + i et — i , comme vous vojres. Vous rendriez, 
je croiS| grand service à ceux qui emploieront cette formule, pour 
les expériences de balistique, en tirant de vos méthodes Texpres*- 
sion approchée de ces racines, qu^elles doivent donner aisément, 
l'équation revenant î (â;*— i)P^(x) = o, puisque l'on ^ 

^'•■^•.(x«-i)p;(*)«p^,(»)-p,«,(*). 



/l(A-i-l)' 



Et, si je ne me trompe, vous devez aussi pouvoir de la même 
manière obtenir l'expression approchée de Pii(a). Je vous enverrai, 
au cas où la chose pourrait vous intéresser, la communication de 
M. Vallier. Avez- vous corrigé^ les épreuves d'Halphen, pages 177 
H aa5, qu'on vient de m'envoyer? 

B80. - STIELTJËS A IIERMITE. 

Toulouse, 4 décembre 1890. 
Cher MonsiEt/m, . 

Nous avons été pendant cette dernière semaine dans une vive 
inquiétude à cause de notre fille ainée, Edith; heureusement, elle 
est remise maintenant à peu près. C'est ainsi que je n'ai guère eu 
la liberté d'esprit de penser à autre chose. 

Maintenant, Monsieur, votre proposition me touche vivement, 
mais laissez-moi vous expliquer pourquoi il m'est à peu près impos- 
sible de répondre à votre invitation. Vous savez que je prépare un 
article bibliographique sur la théorie des nombres, et je me suis 
engagé formellement à en donner la première Partie avant les 
vacances d'août 1891. M. Gauthicr-Villars veut le faire paraître 
à part, cela renfermera pour ainsi dire la partie élémentaire de la 
théorie des nombres ; pourtant, comme mon plan d'ensemble est 
plus vaste, il 7 aura des Chapitres qui n'y seront mis qu'en vue de 
ce qui doit suivre. Mais la rédaction de cela est très laborieuse et 
parfois les livres me manquent ici, en sorte t]ue je compte venir 
à Paris dans les vacances de Pâques pour fouiller les bibliothèques. 

Vous voyez, Monsieur, que je suis entièrement pris par ce tra« 
yvail, qui, je l'espère, aura son utilité. Et aussi, dans la suite, j'es- 
père bien aborder les applications des fonctions elliptiques 
à l'Arithmétiquei la fonction X^ et la distribution des.nombrçs 
II. * « 
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premien. A Vni dire donc, j*ài déjà eoiûmèiicé le grand im^nSi 
que TOUS TOiidriéi me voir entreprendre el je croi^ qa*il ne perdra 
rien à être préparé ainsi. Mais Texpérience m'a montré que je dob 
me défier beaneoop de mes fSMces ponr (e travail, et il faut j mettre 
dn temps. . 

Quant à la question de M. Vallier, je me rappeUe que M. Radau, 
dans son Mémoire sur les quadratnref dans le Journal de Liou^ 
pUte (vers 1880 à 1881, je erois) a traité la formule qu'il veut 
appliquer. M. Radau a donné les valeurs numériques des racines 
de P2,(j^)s=o el des coefficients correspondantSi je crois que le 
calculateur ne peut rien demander de plus, il a poussé les calculs 
jusqu'à n ss 1 1, si je ne me trompe pas. Mais je vais calculer aussi 
les valeurs approchées. Depuis'que je vous ai envojé à Vannes des 
épreuves d'Halphen, je n'ai plus rien reçu. 

Veuilles bien, cher Monsieur, ne pas être ftché de ce que je 
viens d'écrire. Véritablement je ne me fais point d'illusions sur 
mes forces, ci si j'espère pouvoir faire de temps en temps quelque 
travail utile, je ne me figure pas devoir aspirer à la haute distinc- 
tion dont vous parles. An fond. Monsieur, ce qu'il 7 a de plus 
utile dans cette sorte de choses, n'est-ce pas d'engager les tra- 
vailleurs à attaquer nne grande et difficile question. Or, sur ce 
point, ce que je me propose de faire sur la théorie des nombres 
est de cette nature-là. Naturellement, dans cette première Partie, 
rédigée surtout en vue des boursiers d'agrégation, mon travail se 
borne presque à un travail d'arrangement, mais la suite demandera 
beaucoup de recherches personndles. 

J'espère donc. Monsieur, que vous voodrei bien accorder qu'au 
fond je réponds à votre invitation bien que sous une antre forme.* 

Veuillea bien me croire votre très dévoué.. 



Mi. ^ STIBLTJES A HEBMiTB. 

Tealaets, is déccsubrt iSg». 
Casa Movsisva, 

Vmci ce que j'ai trouvé en examinant, au point de vue que vous 
s'avés indiqué, la formule de quadrature^ont a'occupe M. Vallier. 
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Je pose, en changeant légèrement la notation de M. Heine, 

(I — aaj?-+-««) « «iVp*(/>,jp)»«, 

f 

en sorte que pour/; =s a on retrouve Xj,, et pour /» s= o les polj* 
nomes qui interviennent dans la quadrature dont se sert M. Vallier, 
et qui admettent les racines ±: i (/i ^ a ). Je trouve le développement 

ÎC08 (nu -+- ^^ a) 
\ ' J. 
/(asinii)^-» 



, ces InU'i' £• « ) 

a.an-H/^-^i /(atioM)/»^! 

- co»(« 



3— P.5— p.p — i.p-4-i \ a y 



ou 



a.4.an-h/»-t-i.an H-/^-f- 3 /(asinu)^'^' 

3— />.5~/>.7— /»./> — i,/>-4-i./>-4-i \ a / 

a.4.6.a#i-t-/>-hi.^n-f-/>-t-3,a/n-/>-H$ ^(asioM)^-^ 



g[B||...| f — ■ 

a 



r(£^)r(,.^) 



Ce développement est convergent tant que u est compris entre ^ 
ei ^; en dehors de cet intervalle (o < m < ic toujours) on a une 

expression asjmptotique lorsque n est très grand. Indépendamment 
du cas ff =: a^ j'ai encore une vérification pour /i =s 3, alors 



P«(3, cosif)! 



SIDM 



En général, lorsque p est impair positif, la formule (A) se réduit 
a une identité. Posons maintenant /> so, pour revenir au cas qui 
doit nous occuper 

P»(o,CO.i.)-C,»/niï5|^co.^ni.-5J-j^j^j:;:;-^ ^^ j- 

Digitized byCjOOSlC 



Tt6 eoMotronAioi »*nunn ir m fimnn. 

s*a]iiiiil« pour 

c*estr-à-dire ii fois dans rintenralle (0|«), tandis qoe P*(o, eosii) 
ne s*anniile qae a *— a fois dans cet 'in(ênralle. Ce sont ceiiai- 
nement les neines exUrêmeSi répondant kk^i^kssm qpi dmvent 
être rejetées, ear e*est surtout pour les valeurs extrêmes de « que 
l'erreur de Pexpression approchée est sensible. Je prends donc 
pour expression approchée des racines - . 

i>*i>àri>...>ir»-t>'^i 

de Pf (o, x) es o la valeur 



tm — % ' 



^ et puis, plus exactement, ' •"t^^-i^t L . 

•*-['-^îîîérï5î]«-(ïS^«) <*-'.» "-»)• 

En calculant avec des logarithmes i 6 décimales, je trouve 

f^ pournssio, ...-.* 

^ . — . ^ Valeur -" • - 

•^ ...... ^ 'appmdite* CofVBclioas. 

Mt 0,919410 -4-0,000 I2{ 

.^ J. «ii...f--*-f--- : 0173378* ^ — 0|Ooom8 ■ • 

JTt .'. 0,4779^ —0,000061 

«^ :.r..V .ro,i65s7S : •' '-4-0/000001 

Pour Xtf iP« les' corrections sont insensibles, leur signe reste 
même, donteux'car il peut j avoir une erreur de 1 ou a unités dans 
les valeurs approchées. Cest une question difficile de savoir si Ton 
ne pourrait pas trouver des séries représentant exactement le% 
racines. Quelques tentatives que j'ai faites dans le cas dcFéqua* 
tion Xj,=o ne m*ontÎMisappiis beaucoup. L'expression jr=5P«(/», x) 
satisfaite 

: i - . 

qui ne change pas en remplaçant a par -r^ /i —p+û C'est jMnr' 
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cela que j'ai introduit dans la valeur de Xk le terme 1 4- > ■ u 
I • • av*A — ij" 

{ qui ne change pas en remplaçant n par — n -H v • On obtient ainsi 

|une approximation bien plus grande que si Ton avait pris, par 

3 • . 

exemple, 1 -h t^* J'ai tout lieu de croire que Tapproximation est 

maintenant de Tordre ; rr* Je n*ai pas encore examine le terme 

complémentaire de (A), cela doit devenir un peu moins simple 
que dans le cas de X^ 

Je reviens maintenant à la formule de quadrature 

X, ^^ «(/»-i)i-Pl.i(«) 

J'ai restitué le facteur a et changé n en n — 1 pour avoir n ra- 
cines de P" — P«-*Œ p, qui sont a?i > a?,> . . . > x^^t et j:t== 1 , 

Tout calcul fait, j'obtiens approximativement 

Pour A' =: o, Ar = n — I les facteurs sont naturellement -r -{• 

Dans le cas n s 10, j'ai 

Valeur 
approcliée. Corrections. 

Ai o,i33ii -f-o, 00010 

Af. o,ai4^9 -HO,ooo3o 

A« 0,29164 -ho,ooo4o 

Ai 0,33709 -4-0,00045 

Mais j'ai introduit dans l'expression approchée de Aa le nombre ic, 
peut-être vaut-il mieux laisser les factorielles. C'est aussi la raison 
pour laquelle les corrections sont plus grandes pour A4 que pour A| • 

Si l'on multipliait par i -H -r rr» l'erreur devient insensible 

*^ *^ a(an — 1)* 

pour A9, Ai. Du reste c'est bien là l'ordre d'approximation de ma 

formule, la vraie valeur doit être 

• 1 
(an — i)it ^,^ (4X:-4-i)ic _^ .r _ ■ . ^ 

, ; SItt ■ . X T, 1 sa 1-4- . .- -♦-...•• 

aii(A — 1) 4n — a ' (an — 1)« 

Le calcul exact de X serait bien compliqué; apnorl,\ pourrait 
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mais, d'après \t calcul nvniénqne qac j*ài fait, cela ne mVloaiicrail 
pas si Ton avait simplcmeni X = -h — 

J'ai reçu les feqilles de Halphen, pages 177 à aaS ; après correction 
je les ai retoiimées à Gaathier-Villars puisque Vous les aviei vues 
déjà. Il va sans dire que vous ponvei communiquer à M. Vallier 
tout ce que vous croirei pouvoir' l'intéresser, ' 

Veuilles bien me croire, cher Monsieur, votre très respectueux 
et dévoué. 



ta». — BEBMJTE A STiBLTJES. 

Pwii, iS 4écwfcrt iSy»* 



Mov GHEa Axi, 



Je ne,re^tte point de vous avoir parlé de la formule d'approxi- 
mation pour les quadratures de M. le capitaine Vallier, bien qu'elle 
ait été déjà obtenue et publiée par M. Radau, puisque je vous ai 
fourni l'occasion de découvrir Içs résultats, extrêmement intéres- 
sants que vouf m'avea communiqpés. Vouf donneres dans les 
Annales de Toulouse la démonstration de l'équation (A) qui est 
une généralisation de votre premier théorème pour/» = o, et je 
trouverais même bien désirable que vous 7 ajouties, comme com- 
plément ao'fJémoire de M. Radau, sans parler de M. Vallier, venu 
longtemps après sur la même question, vos expressions approchées, 
qui sont si remarquables, des racines de X^ss o'ou X^i^.! — X«.| ss o 

ainsi que des coefficients A ss / . \i , ^ * 

J'espère que la santé de l'atnée de Vos filles ne vous empêche 
plus maintenant de vous livrer au travail, et je me fais un plaisir 
de mettre à profit pour mon instructic»n arithmétique, aussitôt que 
vous le pubUerea, l'exposé des beaux résuluts de M. Smith. J'j 
attache Un grand prix, ib me semblent absolument fondamentaux, 
et trouveront des applications dans le domaine elliptique. 

J'ai repris dans la nouvelle édition de mon 0>urs la théorie de 
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la Iransformalion^ inaîs ce n'est qu'après coup et trop tard pou^ 
en profiter^ que j'ai rencontré plusieurs choses que j'ai dû ainsi 
sacrifier. Voici Tune d'elles. 

Soient ay 6, c, d des entiers quelconques, et n^siad-^bc 
supposé positif, je pose le problème dans les termes suivants : 

Déterminer le module transjormé t et le multiplicateur M, 
par les conditions 

K iK' 

1^ xaaL-t-i6L', -|r|- BseL-4-ûiL', 

oà L et U se rapportent à let f. 

Je trouve, en effet, préférable de se donner a priori a^b^e^d 
plutôt que de les conclure ou de tenter bien difficilement de le 
faire, des formules analytiques de la transformation, comme l'in- 
dique Jacobi, dans les Fundamenta, § 32. Cela posé, soit 

je puis faire 

-(5")-ï^- ■•(5-')-^- -(5")-î^' i 

'les fonctions ^, 4|, H, IIi étant holomorphes. Elles donnent les 
formules de transformation très facilement comme vous allés voir. 
Ajant, en effet, 



je puis écrire 
en faisant 






Gela étant, je remarqae que l'on a 

Cest ce qu'on obtient en remplaçant -j* P^^i* rsi7 — t et de là 
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4l'oA • 

f(jr^«K,m)««r<jr,jw-i-*)-«-«(siii-^6}. 

En aeeond lien et temblablement| j'emploie Pidenlîlé 
Elle jne donne la idation . ' ' 

a»où ,. 

La piriodicité de *i^(g*') ^^ ^^ antres eondnit. immédiate* 

ment anx éqoations semblables pour ^%{^)f n(jp), ni(x), et il 

suffit de remanpier que les quoUents g^^. gj^. gl_i, ^iw 

sont, à l'égard de aK et aiR', des fonctions doublement pério* 
diques de première ou seconde espècCi avec le seul pile jb ss i R', 
pour attendre au but. 

Veuilles me dire si cette ibéorie, conYenaLlement développée, 
ne pourrait pas être reproduite dans les Annaleâ et crojeannoi 
toujours votre bien aflectueusement dévoué. 



SM. — STMBLTJES A BEBMiTE. 

TsvlMae^ if illfbgg t%^ 
Gnsa IfoHSiBUB, 

J'ai sous les yeux les Comptée rendus du 8 décembre dernier 
oà se trouve la Communication de M« Sjlvester sar le nombre ic 
Je dois vous avouer que je ne comprends pas et je veux vous son-» 
mettre ma difficulté* 



f 
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M. Sylvesler se propose de démontrer que^ 6 étant une racine de 

il est impossible que 6 tangO = T(6) soit une expression ration- 
nelle en^ 6. Pour cela, il prend (p. 869) un nombre entier k tel 
que ArT(6) soit une fonction linéaire de 6, B*y . • ., O**"*. Jusqu'ici 
je n'ai point de difficulté. Mais dans l'analjse qui suit (p. 869) il 
me semble que M. ^jlvester suppose ceci : 

Soit 6 une racine déierminée de ©*+ B6«-« +• • .4- L s: o et 
pour cette valeur déierminée de 6 

itt(e) as j» -h ce -4- re«H-. • .-h /e»-s 
alors on a aussi pour toute autre racine 6/ de 

e«-fr- Be«-*-h. . .H- L « o, 
itt(e/) «s j9 4- çe/-h re/-^. . .-h /e7-^ 

Or c'est là, a ce qu'il me semble, une supposition entièrement 
gratuite, et je ne vois pas comment tourner cette difficulté. 

Il est, à vrai dire, encore prématuré de discuter sur ce sujet, 
puisque M. Sjlvester promet (p. 869, ligne 4) de longs développe- 
ments. Mais je vous avoue que j'ai quelques doutes sur la validité 
de cette démonstration, puisque les développements que nous 
promet M. Sylvester semblent porter sur un autre point. Ayant 
autrefois longuement réfléchi sur cette question, j'avais dû recon* 
nature la difficulté que j'ai indiquée. Dans la démonstration de 
MM. Lindemann et Weierstrass elle est surmontée, mais je ne vois 
pas encore comment on peut l'éviter en suivant la marche indiquée 
par M. Sjlvester. Il est probable que je me trompe, et dans le cas 
où il en est ainsi vous me feriez un grand plaisir en me tirant de 
mon erreur et en m'ouvrant les jeux. 



S84. — STIELTJES A HEBMiTE. 

Tovloate, 19 décembre 1890. 
Chsr MoKsiBua, 

Je suis heureux de pouvoir vous dire que notre Edith est tout a 
fait rétablie maintenant, quoique encore un peu affaiblie par les 
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fortes fiènvfl dont élleaMiifrerU Voqs ne povrres guère éoiu faire 
un plos grand plaisir que derédigerYOtrenouvellemanièred'eipoter 
la diéorie de la transformation des fonctions elliptiques dont nous 
•ornerons nos Antudes. La publication en estmn peu en retard en 
icé moment, j'ai donné 90' pages de mon artîde bibliographique, 
qui doit commenceri je crois, dansle 3* fascicule (t. IV), mais on 
nV pas encore reçu des épreuves des Mémoires qui doivent former 
le a* fascicule. 

: . Quant à la question des fonctions spbériques, il est un peu plus 
simple de poser 

«Ion la formule (A) pevt s'obunir à l'ai<le de 

, « (asiaO)*J'^ [ai(i — I 

asiaO a 

. Cest 4 la généralisation, de la formule (6'); de. mon Mé- 

moire (k = ^j# mais yous Tojea qu'il faut supposer Ar ^ 1, sans 

cela l'intégrale n'aurait pas de sens. Cependant le développement 
en âirie (A) n'est pas assujetti à cette restriction. C'est pour cela 
que j'ai déduit cette formule d'une façon toute diflérente, mais 
qu'il serait trop long à expliquer. On rencontre souvent de pareils 
faits et je ne sais pas encore si l'on ne pourrait pas remédier à 
cette difficulté inhérente à l'emploi d*intégraleii définies. 

Quant à cette question diflicile des racines de P*(A:, x) = o qui 
sont à peu près 

sur laquelle j'ai réfléchi depuis bien des années déjà, le seul 
mojen que je dois essayer encore est le suivant. Ces racines sont 
des fonctions algébriques de k^ et satisfont par conséquent à une 
équation difllfrentielle linéaire que M. Tannerj nous a appris à 
former dans sa Thèse. Peut-être poùrra-t-on tirer quelque chose 
de cette équation difl'érentielle qu'il faudra obtenir d'abord. Mais 
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pour le momenl je ne Iravaîlle qu'Arithmétique et je dois porter 
là tous mes efforts. 

C'est ce matin, après mon Cours, que j'ai vu à la Faculté 
l'article de M. Sjlvester sur le nombre ic. Maintenant que j'j ai 
réfléchi encore et que les choses me reviennent, je dois vous avouer 
que je suis de plus en plus convaincu que M. Sjlvester n'a point 
vu la véritable difficulté du problème. 

J'ai été engagé dans la même voie. 

Il est parfaitement dans son droit de remplacer pour une seule 

racine 6 

At(e) par yn-ye-h...-4- /e*-", 

mais, pour les autres racines, mon, car si l'on voulait admettre 
cela, on pourrait démontrer la proposition en trois lignes el sans 
avoir besoin de la fraction continue. 

A cet égard, je me rappelle avoir lu dans les Acia maihemaiica 
un article intéressant d'un géomètre allemand, dont j'ai oublié le 
nom. Ferme ttea-moi de vous en dire deux mots. 

Soit 

une équation (i coefficients entiers) irréductible. On sait alors 
que si une racine x^ de cette équation satisfait & 

t « ) a'*»' -4- 6'**-« ^ ... -h I' » o, 

les autres racines jr^, ..,yXm salisfont aussi à (a). L'auteur se deman- 
dait alors si cette propriété a lieu encore, si l'on remplace (a) par 
une équation transcendante telle que 

le premier membre étant une fonction holomorphe, /?, 7, r, «, ... 
dcji nombres commensurables. Par un exemple, l'auteur montre 
qu'il n'en est pas ainsi, et il ajoute avec raison que dans le cas 
contraire on aurait pu en conclure immédiatement que ic est 
transcendant. Car supposons ic racine de (1) et de 

^^' i.a.3 i.a.3.4«& 

toutes les racines de (1) seraient des racines de (4)t mais (4) n'a 
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pas d*aittres ncises qve km^ (i) ii« poomit doue, avoir qve dea 
racines de la finniie kn. Or, eda ea impoasiUei car il s'eftsoivrail 
parles fonnnlcs de Newliuiy par exemplei «pie ffi esl cohudcbmi* 
raUc 

J*ajoQte qu'il me semble bien qne BL SjlYcsIer remplace kx{B) 
aussi pour les autres racines 6| par ^ + 96i+.»«-4*l^*i car, 
senlement de celle manière, il peut oblenir les nombres enliers 
réels doni il parle el qui seraieni en nombre infini el dtomssanis, 
ce qui esl impossible. Mais pour moi, el jusqu'à ce que l'on m'ail 
lire de mon erreur, je ne vois pas ces nombres enliers; ils 
n'eiislenl pas* 

J'incline à croire qu'on ne peul pas arriver ainsi au bul; c'esl 
votre idée de considérer lés fracdons au même dénominateur qui 
donneni par approximalion plusieurs quanlités en même lemps, 
qui me semUenl toujours être le germe de loul ce qu'on a pu faire 
sur ce sujet. Mais voilà une lettre bien longue, je n'espère lien de 
mieux que d'avoir tort sur celle question du nombre «• 

Vous voudres bien mè croire toujours, cber Monsieur, votre 
bien dévoué* 

M6. — HEBMiTE A STtELTJES. 

Paris. M 4éeaBlwt %%^ 
Mon onm Ami, 



Cest en i835 que M. Sj^yesler s'est fail connaître au asonde 
malbémaliqile par sa bdle découverte de l'expression des fonc* 

rioB. de S.-™ :V.^2ï3ï'^-2(îS5^—î~ 
doit donc supposer qu'il a près ou plus de 80 ans, el accueillir 
avec quelque ^dulgence ce qu'A produil encore à un âge si 
avancé. Vos objections sur la démonstration de la transcendance 
de ic me semUenl exirèmemeni fondées, el je dois vous avouer 
qu'il m'a été impossible de me décider à lire allenlivemenl son 
article el que je n'ai pu que le parcourir des jeux. Pai en ce 
momeni d'autres soucis et il ne faul rien moins pour m'en dis* 
traire que vos beaux résultats sur les fonctions P*(Ar, cost). Vous 
penses que je suis aussi préoccupé que vous de la supposition k < 1 
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qui s^impose dans voire formule 

F^{kfC0%9)ct p. R.r r-rrr / r / " ^ ^ viA <^<*f 

' « (asinli)*^^ [tt(i— /Il )]« ' 

ei j*ai songé au mojen suivant de lever la restriction. Il consiste & 
remarquer que Ton a 



/ 



de sorte qu'on peut écrire, C étant un facteur constaiity 

P*(it, cos«) » G P. R. I« **(i — t)" F(t — X, it, I -h n -h X, /). 

Cette relation me semble pouvoir se démontrer au moyen de 
Téquation différentielle du second ordre à laquelle satisfait la 
fonction de quatre éléments, en prouvant que la substitution 

/ s= conduit à Féquation semblable concernant P*'(Ar,cosO). 

La condition de prendre la partie réelle s'introduit facilement, 
parce que Téquation différentielle en / a ses coefficients réels. 
Votre formule pour l'expression approchée des racines 

P'»(A-,af)«o, 

' '^ L a(nH-X)«J an-haX* ^ » i • / 

est extrêmement remarquable, mais comment former Téquation 
différentiellp linéaire de M. Tannery? Peul-étre vaut-il mieux 
renoncer & creuser plus avant la question de l'approximation a 
cause des difficultés énormes qu'elle présente. 

Au moment où je vous écris, je crois voir que de l'équation (i5) 
de l'article 7 du premier Mémoire de Gauss Sur ta série de quatre 
éléments, donnant une relation linéaire entre les quantité^i 
F(i — A:, A:, i-f- /i -f- Ar, l) qui correspondent an — i , /t, /i + i , on 
doit pouvoir en conclure une équation correspondante entre 
P*-« (A-, cosO), P*(Ar, cosO) et P'-^' (ky cos8), de sorte qu'il suffirait 
de vérifier qu'elle coïncide avec la relation connue entre ces trois 
fonctions. 

Je reviens aux fonctions elliptiques, je prends la liberté de vous 
envoyer les dernières pages de mon Cours où est traitée la théorie 
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de h Innsfomutiom; irons me diia^ en loule ftiaoMté| si voos 
juges qu'elles vsillenl h peine d'étreieprodnitesdmsles^jijuilet 
avee les oorreelions et sidditions nécessaires. Je songe à liier parti 
dn théorème de M. Smith, pour ramener au moyen de la trans* 
formation di| premier ordre appliquée au module proposé 4r, puis 
au module transformé /, le cas le plus général aux cas particuliers 
simples où Ton a 

Rajouterai aussi la remarque que YOtci. Soii 

les fonctions complètes de seconde espèce, qui correspondent à J 
et à J' de M. Weierstrass, on aura, en désignant par e b dérivée 
seconde de S(jr), pour jr ss o . 

Dans ces rdations e est une fonction algébrique du module k. 
Tous mes vœux pour la santé de M*** Edith et de vos autres 
enfants, en vous rei|ouvelant, mon cher ami, l'assurance de toute 
mon affection. 

. M6. — STtELTJES A HBBMiTB. 

. TMiloate» 3o déecnlwt i%^ 
OàWM, MOHSIClfB» 

Après avoir lu les dernières pages de votre Cours, que vous aves 
eu la boulé de m'envojer, je peux déclarer en toute sincérité que 
nous les accueillerons très volontiers dans les Annales avec les 
additions que vous voudra bien ajouter. D'après le théorème de 
M. Smith, dans la substitution 

K ET ' 

g»S|L, iî-'NL' (av€et|Ct«Ji) 
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on peut supposer que C| divise c,, mais je ne crois pas que cette 
circonstance joue un rôle dans la question de la transformation, à 
votre point de vue. 

Pour revenir un moment sur les polynômes [^"(kjX)^ je dois 
vous dire que le problème de trouver l'équation diiTërentielle des 
racines x de P''(Ar, â?)=so en fonction de k ne me semble pas 
inabordable du tout. Cela pourra être un calcul plus ou moins long, 
mais j'estime qu'avec un peu de persévérance on arrivera certai- 
nement au but, et, connaissant le discriminant de l'équation, on 
peut même se faire une idée de la forme de l'équation» Mais je 
serai beaucoup moins affirmatif quant & la question de savoir ce 
qu'on pourra tirer de cette équation différentielle. 

Je tire de l'équaUon de définition 



(I — 2X9, -4- «•)-* ■■ V P«(A:, *)«•, 

t 
ou plutôt 

d'abord 

et de 1& je tire, à peu près comme dans mon Mémoire imprimé, 

P"(i(, C0s9)«i P. R.7 :— TvX / T— 7 s vli «"* 

Or je ne me console pas encore de ce fait que cette déduction, 
qui me parait la plus directe (bien entendu, en partant de ma dé- 
finition du poljnome) impose la restriction A' < i . 

Je ne sais pas, mais il me semble presque qu'en s'appuyant sur 
la définition par l'équation difl*érentielle la détermination des 
constantes causera encore quelques difficultés. 

Un de mes élèves, M. Bourget, qui est actuellement en Alle- 
magne, a fait un petit travail sur une généralisation de la qua- 
drature de Gauss étendue à l'intégrale 

ffr(M,jr)dx4r 
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étendâe siur Taire 4^+>^^i. D rencoatre vos pofynoiiièf, q«i 
sont les déiiy^s pertiettes de (^+J^ — i)^* Cependant, je dois 
reng22;er à ap;profondIr encore quelques poinlSi mais je erois qae 
cela- fera^un joli travail. Cette question peut être envisagée, do> 
reste, sous bien des points de vue différents. 

Je pr^^pore toujours ma théorie des nomlires; voici une projpo*^ 
sition fisses curieuse que j'ai renâmtrée en étudiant les démonstra- 




tions de la loi de réciprocité (les diverses modifications qu'on a^ 
proposées pour la troisième démonstration de Gauss). Soient OX, 
OY deux axes rectangulaires; je note les points dont les coor- 
données sont entières et qui forment un réseau. Cela étant, 

soient OA= ^» QB = ^ les^ cAtés d'un rectangle OÀGB, /» et 9 

étant des entiers impairs, premiers entre eux. Traçons les diago- 
nales AB, OC se coupant en D; alors il y'a toujours autant de 
points du réseau à l'intérieur du triangle BDC qu'à l'intérieur du 
triangle ADC. 

Je crois que la démonstration est plus cachée qu'on ne pourrait 
le croire d'après la simplicité de l'énoncé, v 

J'ai vu dernièrement qu'on a présenté ft l'Académie des Sciences 
le Tome XIII (ou du mmns les premiers fascicules de ce Volume) 
dcs'Acia maihemaiieaf et je crois me rappeler qu'on avait annoncé 
que ce Volumé-li renfermerait les Mémoires couronnés à l'occasion 
* de l'anniversaire du roi de Suède. Nous allons donc avoir enfin ces 
Mémoires. 

Veuilles bien accepter, cher Monsieur, mes meilleurs vcnix pour 
votre bonheur à l'occasion de la nouvelle année qui va commencer 
et me croire votre très dévoilé. - • * ' ^ ^ 
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287. - HERMITE A STIELTJES. 

(Eaire le \^ et le i5 janTier 1891) (■). 
Mon cher Ami, 

Je vous remercie de vos souhaits de bonne année cl je vous oflVe 
aOeclueusemcnl mes vœux pour vous, pour M"** Stielijes et vos 
chers petits enfants. Puissiez*vous celle année, comme les précé- 
dentes, réussir dans vos recherches et continuer de produire les 
beaux travaux qui vous ont placé au plus haut rang dans restime 
de tous les géomètres. C'est avec grand plaisir que je vois un de 
vos élèves, M. Bourget, s*engager, sous votre impulsion, dans la 
question extrêmement intéressante de Févalualion approchée de 
l'intégrale / / ¥{x^y) dxdy^ relative à l'aire intérieure du coi*cle 

.T*4- v^=5 I. Le même sujet a élé traité par M. AppcU dans un 
article intitulé : « Sur une classe de polynômes à deux variables 
et le calcul approché des intégrales doubles », que j'ai seulement 
parcouru des jeux sans l'étudier à fond, mais lés limites sont sup- 
posées constantes, ce qui change extrêmement le point de vue; je 
le tiens à votre disposiyon, si vous n'en avez pas déjà connaissance. 
J'ai bien peu travaillé depuis le jour de l'an; je ine suis senti comme 
engourdi par le froid, moralement et physiquement. 

.Te reviens à l'Analyse, je ne vous parlerai point du théorème 
d'Arithmétique sur le nombre des points contenus dans vos deux 
triangles, bien que j'y porte grand intérêt; je reviendrai encore à 
la transformation en prenant pour point de départ les relations 



Soit 



puis 



K " 1 K' 

i a / k^ sn^dT dx, < J' - / ^* sn'« <^> 

(■) NùU d€$ édiUurt. -> Celle lelire n*est pas datée, maU il semble bieo 
qu'elle vieane ee placer entre le i* et le i5 janvier. 

IL 9 
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£a dësigiumt par « la valeur, poar jrs=so, de la dérivée 
de la fonction que j*ai désignée par S(jr), on aura à Tégard dea 
intégrales complètes de seconde espèce les rdations soivantes : 

' où « esl nne fonction algébri<iae da module it. Voici un autre 
résultai : 
Soii pour n impair ^=5 s? la foimule de transformation, qui 

donne 1 ^^ • — = m • i'envisace la 

^(,^^)(,-|.^) M^(i-««)(i-ili*«) ^ ^ 

rdadon suivante : 

a 

OÙ entrent n -4- ■ coefficients arbitraires sous forme homogène. On 
pourra donc en disposer de manière que l'équation proposée- 

admette les n racines de l'équation ^ss ^; cela étant, j'observe 
cients A#, Ai, As, • • • et 

seront des fonctions rationnelles de la variable y» Il en r^ulte 
qu'on peut former line relation de cette forme 



où f et 4» sont rationnelles en x et ^, qui soit vérifiée pour tontes 
les racines jb dejr = y 

Mais on a sous forme rationnelle 

qui ne contient que des puissances paires de jt, [dont le premier 
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membre] admettra pour diviseur U* — V>^*; cette équation du 
degré aA + 2'aura en outre une solution x^ = X*(^), 011 vous 
verrei facilement que '^(y) est rationnelle en y. Cette fonction 

rationnelle donne la substitution complémentaire dejrss^-rft de 

sorte qu^en écrivant^ = H^)i l'expression 0[X(j?)]est la formule 
pour la multiplication de l'argument elliptique par /i. 

Crojez-moi toujours votre bien sincèrement dévoué. 
P.^S, — M. Sylvester a reconnu et avoué son erreur. 



288. — STIELTJES A UERMITE. 

Toulouse, iSJaovier 1^91. 

, . \ CuEft Mo9ISIEUR| 

Veuillez bien accepter nos meilleurs remerciments pour vos bons 
souhaits. J'ai vu avec regret que vous supportez mal ces grands 
froids, mais je ne peux pas me vanter de les supporter mieux. 
J*éprouve une grande difficulté à respireret je me sens trop fatigué 
po^r travailler sérieusement. Espérons donc que cela ne durera 
pas. La Garonne est prise, ce qui ne s'est pas vu depuis l'hiver 
1870-1871. 

M. Klein, de Guttingue, a obtenu tout récemment un résultat qui \ 

m'intéresse beaucoup (il avait publié son résultat seulement déjà \ 

dans les Nitchrichle de Guttingue, aotlt 1890). 

Soient C(j;) le nombre entier/1/115 petit que j?[C(a?) = o lorsque 
:r= I on 0? < i], ensuite \a\ la valeur absolue de a\ alors il dé- 
montre que le nombre des racines de l'équation transcendante 

^ "^' *' ' i.Y i.a.Y(Y"+"0 

qui sont comprises entre x = o et x = 1 (excl.) est 

(,) j./|.~&|-|-.Tt--lY«-.-gl-f-.\ ■ 

lorsque 1 '— y est négatif ou nul. 
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Dans le cas où i^^^esl positif, ce nombre est encore eiprimé 
IMur(I) lorsque F(«, p, Y, x) s*ennale pourx = i, dans le ces con- 
traire ce nombre sera C(. • •) ou C(. • •) -h i ei, pour décider entre 
ces deux valeurs, il suffit de constater le signe de F(«, ^f yi x) 
pour' X. as I (ce qui est facfle d*apiès les formules connues) car, 
lorsque ce signe esl -1-9'Ie nombre des racines est nécessairement 
pair, et impair dans le cas contraire. 

La démonstration de M. Klein est extrémeibent intéressante, 
die repose entièrement sur la conception des fetfîUes multiples de 
Riemann et des considérations géométriques. Cela prouve bien 
Futilité de ce mode de représentation, mais* je vous dirai que la 
Géométrie 7 intervient trop, à inon goût, et il me semble qu'il serait 
désirable d*avoir une démonstration plus purement analytique. Dès 
que j'ai vu l'éuoncé du tbéorème je n'ai pu m'empècher de penser 
qu'on pourrait 7 arriver par la méthode de Sturm en s'appuyaut 
sur les relations entre les fonctions F contiguës, etc. Mais il 7 a 
encore autre chose et, en partant du résultat de M. Klein, il me 
semble qu'on pourrait arriver peut-être à déterminer aussi le 
nombre exact des racines imaginaires d'une branche quelconque 
de la fonction non uniforme F(a, P, y, x), à peu près comme vous 
avez fait cela dans le cas particulier de la fonction sphérique de 
seconde espèce. 

En tous cas, ce serait une tentative à faire et je regrette beaucoup 
que je n'aie pas ici quelque élève à qui je pourrais indiquer cette 
recherche. Voilà notre malheur en province, ceux qui se préparent 
pour la licence sont trop peu avancés, et les candidats & l'agrégation 
se bornent nécessairement à travailler pour le concours. 

Voilà M. Bourget qui est agrégé maintenant et débarrassé ainsi 
de tout souci d'examen. On l'a envo7é en Allemagne et il m'écrit 
qu'il profile beaucoup à Gôttingue. 

Moi, je dois absolument me borner à la théorie des nombres, 
d'autant plus que j'ai vu dans les Comptes rendus le sujet du 
grand prix pour 189a, qui me donnera beaucoup à faire. 

Je crois que vous n'aves pas vu l'article que j'ai rédigé à la suite 
de votre article sur la fonction sphérique de seconde espèce. J'en 
ai envo7é l'épreuve corrigée à l'imprimerie il 7 a trois semaines, à 
peu près, et je prends la liberté de vous adresser le second exem- 
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plaire que j^ai reçu alors, vous vojes que je n'en ai plus besoin; 
cependant, il est peut-être prudent de ne pas le détruire. Je me 
rappelle avoir eu à regretter un jour de n'avoir pas conservé le 
second exemplaire, parce qu'on n'avait pas reçu à l'imprimerie 
l'épreuve corrigée, qui n'était pas arrivée à destination. 

Veuillei bien me croire toujours votre très dévoué. 

P*-5. — - Si je ne parle pas de la transformation, c'est que j'ai 
voulu profiter d'un instant de loisir. Je suis pris pour quelques 
jours encore par des visites à faire, etc. 



289. - UERMITE A STIBLTJES. 

Paris, 17 janvier 1891. 
MoH CHBa Ami, 

J'apprends avec grand plaisir que vous avei fait un article dans 
les Annales de Toulouse à la suite de ma Note sur l'équation 
Q«(x) = o et je viens vous prier de vouloir bien me réserver des 
exemplaires du tirage à part, 3o si c'est possible, afin de pouvoir 
les donner en les joignant aux miens. Le froid redouble, le vent 
s'y joint; ce matin, il n'j avait pas moins de S'^y'et en sortant je me 
suis senti les oreilles et les doigts gelés. Mais la communication 
extrêmement intéressante que vous m'avez faite du beau théorème 
de M. Klein sur le nombre des racines réelles < 1 de l'équation 
F(a, p, y, j?) = o m'arrache à la torpeur qui m'a envahi depuis 
plusieurs jours. Je vous chicanerai au sujet de votre prétention de 
le démontrer par la méthode de Sturm, en recourant aux relations 
que Gauss a données entre les fonctions qu'il nomme contiguës. 
11 me semble que cette méthode n'a jamais été appliquée et n'est 
applicable qu'aux équations dont le premier membre est un poly- 
nôme entier, ou du moins faudrait-il, si l'on suppose V| une fonc- 
tion transcendante, que dans la suite 

V =VtQ,-.V„ 
••• f • 
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il 86 rencontre une fonction Vr^.! ne changeanl Janudi de ngne 
entre les limites où Ton cherche les racines. Je n*û ancone idée des 
considérations géométri^es employées par M. Rlein^ et mon igno* 
rance de Pallemand ne me permettra jamais de les connaître; aussi 
les verrais-je avec grand jplalsir, et d'antres (|ne moi certainement^ 
si vous vouliez bien en donner la substance, lorsque vous publieres 
un article sur la (|uestion des racines imaginaires, La grande diffi- 
culté du sujet me fait croire (|ue vous devrei vous-même j mettre 
la main, et ce serait sans doute en étudiant la variation de Targu- 
ment, plutôt qu'en recourant, comme je l'ai fait, aux indices de 
Cauchj, qu'on pourra réussir* 

Vous regrettes de n'avoir pas d'élèves à qui confier une question 
k traiter; hélas I il n'en est pas autrement k la Sorbonne qu'à Tou- 
louse et dans toute Faculté des Sciences de France. Un élève de 
Qebsch, qui a suivi mes leçons, M. Pasquier, astronome, pro- 
fesseur à Louvain, m'a appris que l'éminent géomètre qui a pro- 
duit tant de beaux Mémoires^ travaillait très peu. Les idées lui 
venaient heureuses et abondantes, il les livraità déjeunes ouvriers, 
enchantés de travailler sous ses jeux, avec sa direction, qui lui 
supprimaient, en Taisant les calculs avec grand soin, tout travail 
matériel, et c'était au grand profit de la Science comme de ses 
auxiliaires. 



En vous conviant, mon cher'ami, à faire une part dans vos mé- 
ditations et votre travail à la fonction C(')i puisque c'est moi qui 
ai proposé la question comme sujet de prix, et en espérant avoir 
bientôt des nouvelles favorables de votre santé, crojes toujours à 
mon afi*ection sincère et bien dévouée. 



S90. — STiELTJES A HEBMITB. 

Toeloese, 19 Jasvicr 1891. 
Gna Mousunrm, 

J'ai demandé à M« Gauthiei^Villars de vous faire parvenir, dès 
qu'ils seront prêts, 3o tirages k part de mon petit MémoirCi qui 
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fait suite au vôtre sur les racines de Q''(^) = o. J'espère que vous 
aurei reçu maintenant Tëpreuve de cet article, que je vous avais 
envoyée en même temps que ma dernière lettre. 

Maintenant, permeltei-moi de défendre mon idée de démontrer 
le théorème de M. Klein à Taide de la méthode de Sturm. Soit 

j^ = F(fli,p,Y,«),y=^F(a-M,p-hi,y-hi,«);jcconsidère 

simplement 'équation différentielle 

de même 

««..«.«I 

! 

en poMnl 

^ «V, 

y «-(«-t-iHP-Hov,, 

y» a + «(«-ha)P(PH.a)Vt, 

J^•>=+(, + ,)(,^.3)(p^.I)(p^.3)V,. 

^•) = -«(. 4- a)(« -h 4)p(p -t- »)(? + 4)V., 

^i»e.— («n.i)(a4-3)(«-|.5)(p-4-t)(P-<-3)(p4-5)V„ 



j'.î 



V=Q,V,-*(i-*)V„ 
V, = Q,V,~*(.-*)V„ 
V,= Q,V,-*(i-*)V„ 
V,-Q»V»-«(i-*)V,. 



ces fonctions V|, Vi, V|, . . . peuvent donc servir à déterminer le 
nombre des racines dans l'intervalle (o, i). On a, en écrivant F(k) 
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•aliea de F(« ^k^P-h it, y + kf «)/ 
' V-F(oV. 

- 7 



V. » - ii±iiîl±i) F/« V 

. V«- ,, («•*•■)(■ •♦-3Kfk-*-i)(P-«- S) -, .. 
"X* ,^ T...(T-t-3) ^ **'* 

V.« 



11 fiior évidemiiiciit poasser jusqu'à ce qu'on arrive à oae fime- 
lion F(jt) .telle qne a+it, P+k^ T*^ ^ soient positifs; il est clair 
alors qne, Va?:= o n*a plus de racines dans FinlervaUe (o, i)* 

I\»ur dP s=s o on a immédiatement les valeurs de V, V|, Vti • • • • 
Considérons la valeur ^r = i . Le coefficient de x^ dans F(ai, ^, y, x) 
est . •• 1^ 

i.a.«.jt.7(7-i-i)«..(7H-jt — 1) 

r(i-4-ji)r(7-hi»)^r(«)r(P)* 

c'est-à-dire à cause de r(a + n) = n*r(ii)(i-|-t) (t très petit 
pour A grand) 

n est clair par là que pour . T ^ ' 

«H-?— 7ào . _^ 

la série est divergente pour ^r = i, F devient infinie mais âvbc vm 

on. peol se homer à considérer le cas «•f»^ — y>o, pusqoe 
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F(*» ?» Y» x) = OjF{cifjP'y*fy^) = o ont les mêmes racines com- 
prises entre o et i . On aura alors aussi (a + A') + (^ -h A*) — (y -4- Ar)^o 
et, pour â? = I y on a à compter les variations de signes dans la suite 

r(ï) 
r(«)r(p}' 

Y r(a-Hi)r(p-f.i) r(«)r(p)' 

_ (a-nXP-hi) r(Y-Ha) r(Y) 

Y(Y^i) r(«-hâ)r(pH-a)" r(«H-i)r(p^i)' 

. «(«-Ha)P(gH-a) r(Y-+-3) «PHy) 

Y-.-(Y-^3) r(«^4)r(P-i-4) r(«^3)r(pH.3)' 

«(at-t-a)(«H-4)?(?-Ht>)(pH-4) r(Y-^5) «(«■4.a)P(pH^a)r(Y> 

Y...(Y-*-4) i\«-h5)r(p^5) "^"*" r{«H.4;r(PH-4) 

ou, si Ton divise par rr-rïrïïT» •» »wilc 
* i(«)r(p) 

, , _ 1 «g («■4-i)(P-4-l) 

' • ïp' a(«H-i)P(P4-i)' fli(a^i)(flH-a)P(p-hi)(p-+-a)' 



«(«-+-!)(« -H a)(* -H 3) p(p-4-i)(p-+. •!)(?-♦- 3) 

et, puisqu'il ne s'agit que des signes, j'ai enfin la suite 

I, I, -«p, -«(fli^i)(p -+.,), -H,(»-Ha)P(PH.a). 
-+.(« + i)(a^3MP-Hi)(P-4-3), -i(«4-a)(x-H4)P(&-H»)(p-4-4), •... 

tandis que, pour x = o, on a la suite 

, ^ _ i!L±i2iêjtJL> «(«H-a)p(p-Ha) 

' y' ^' Y(Y-+"0 ' "Y(Y-+-0(Y-^a) ' 

(«-M)(«-H3)(p-t-t)(PH-3) 
Y(Y-+-»)(Y-+-^)(Y"*-3) ' 

Il reste une discussion à faire, plusieurs cas sont à distinguer. 
Je ne l'ai pas complètement faite, mais, dans les cas que j'ai 
examinés, j'ai trouvé des résultats conformes k la règle de M. Klein* 

Je reviendrai plus tard sur la question des racines imaginaires. 
En ce moment je ne peux guère que réfléchir vaguement et faire 
des projets, mais je dois renoncer i serrer les difficultés de près. 
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Mon plus* grand souci est tonjonrs d'avoir terminé T^n jnia oo 
juillet les sept premiers Chapitres de ma théime des nombres,- 
embrassant la partie élémentaire. Je pourrai respirer alors plos 
librement et m'abtmer dans l'étude de la fonction C et des nombres 
premiers. ^ ^^' 

Pendant la journée d'hier le thermomètre a marqué jusqu'à 
— 13% cette nuit il est aUé jusqu'à — iG*. 

En bisant les meilleurs vœux pour votre santé, je vous prie de : 
vouloir bien me croire votiè tout dévoué. i 

S91. — BBBMITE A STiELTJES. 

Parit, 17 jaavtor 1891. 
. Mos CBBE AmI| 



Les épreuves de la vie n'épaipient point les algébristes et je suis ._ 
eiicore sous l'impression d'une mort survenue dans ma CuniUe la 
semaine dernière, mais je ne dois pas tarder plus longtemps à vous 
dire que votre démonstration du beau résultat de M. Klein est 
extrêmement remarquable et vous fera grand honneur. Une partie 
Je votre analjsci l'emploi des dérivées successiies de l'équation 
différentielle du second ordre de la série de Gauss, s'était présentée 
k mon esprit, en me rappelant un passage de V Algèbre de Serret, 
où est établie la réalité des racines de X« = o au moyen de 

mais je n'ai fait qu'entrevoiri sans le suivre, le chemin qui vous a- 
si bien conduit au but. Quant aux racines imaginaires je n'aperçois 
rien, je suppose seulement que vous feres usage de l'expression 

js^'(i — js)""«"Tr«(i — Mx)PdM qui 

vous donnera, comme on dit, du fil à retordre. 

Je vous fais également mon compliment sur votre article des 
Annales dontl'épreuve m'a été envoyée et qui concerne Q*(x) = o. 
Vous aves jeté une vive lumière sur la nature analytique de la fonc- 
tion de seconde espèce, et tandis que j'ai esquivé les difQcultés, 
par l'emploi d'une substitution, vous les aves abordées et sur- 
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monlëes en ne craignant point de les regarder en face. Je serai très 
content de joindre votre article au mien en Tenvoyant à mes amis 
mathëmatiqiiesy qui le liront avec le plus grand intérêt. 
Permettes-moi de revenir sur Fëquation 

où je pose 

ç(a?,^) ss Afâf»^»-*- Al**-»-*- Afâ?»-»-*-. ..-hAw^i, 

fl 

1 

en déterminant les coefficient^ par la condition qu'elle admette les 
n racines de la formule de transformation ^ = y Ces cocflicients 
seront donc des fonctions rationnelles de^, et Tëquation 

ne contenant que des puissances paires de ar, contiendra le facteur 
jr^ — Yi' On peut donc écrire 

en admettant, comme on le peut, que le coefficient de x^ dans U 
soit égal & Tunité. 

Soit maintenant jr = o, ce qui donne 

t 

Vf étant la valeur de U pour a? = o, .on voit ainsi que H (y) est une 
fonction rationnelle de^; c^est cette fonction que je veux obtenir. 

Je pose à cet eflet ^ = snf -^^ /], les racines x deviennent donc 

sn'Uy sn<(ii + 4<»)9 sn'[a + 4(^ — i)^] où u> est la quantité 

f et le théorème d'Abel^ qui s'applique & Téquation 

considérée, donne» pour l'argument de la racine cherchée, la 
somme tt-f-iiH-4^*f*<'4*8a>-H..*, c'est-ànlire nuj abstraction 
faite des périodes. U est donc démontré que la substitution dont 
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j*ai fait usage ^ssssnfgt /j a pour eonséqoeiiM. qae Ton a. 

X a 8ii(iiif ) et qu^en faisant^ = %% {x) la formiile x ^ %{y) est la 
substitution complémentaire. 

Ce point établi, soit /i le module rebtif à la substitution com* 
plémentaire, en changeant / ai /| , nous aurons 

= ^[^- ••(*)][*•- •îCr)l. 

où le second membre est le même que dans Téquation précédente 
sauf la permutation de x et y. On parvient ainsi k cette singulière 
conclusion^ au point de vue algébrique, que l'expression 

fM*.r)(»-r*)(«-'*>*)-**(»,r)0-:«")(«-f**'). 

où les coefficients ont été déterminés .par la condition d'admettre 
les racines dejr=z »# se reproduit en changeant / en l^f et per- 
mutant ^r et ^, 

Les cahiers des Aeia comprenant les Mémoires de Poincaré et 
d'Appell ont tous les deux paru; ce sont, k mon avis, deux chefs* 
d'œuvre qui jettent le plus vif éclat sur l'Analyse française. 

Grojei-moi toujours, mon cher ami, votre bien affectueusement 
dévoué. 

SM. — STiELTJES A HERMITE. 

.Toaioue, 9 féffkr it^i. 
Cuba Mohsibub, 

Veuillex bien accepter mes très sincères remerctments pour le 
beau cadeau que vous venex de me faire en m'envoyant la qua- 
trième édition de votre Cours à la Sorbonne. Blalheureusement, 
quoique j'étudie beaucoup, je n'ai rien d'achevé sous la main pour 
vous témoigner d'une manière plus sérieuse ma vive reconnaissance, 
et à ma grande honte je dois l'avouer. Dans cette pénurie, per- 
mettex-moi de dire seulement quelques mots sur la proposition de 
M. Tchebjcheff concernant les minima de l'expression 
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II s^agît de satisfaire aussi exactement que possible i la condition 

r — ajr — «ko. 
Remplaçons a par une de ses fractions convergentes ^» on aura 
n9 — my — jtx a o 

ou bien, si je pose comme vous /ta = N + m n ii> | <^ - j et si je 
néglige encore m, 

m et A étant premiers entre eux, cette équation indéterminée est 
toujours possible et la solution générale est 

X s ;rt-«- ml, jrsay^-^ni (/«o, d:i, d=a, d:3, •••). 

En disposant de / on obtient donc toujours une solution a*, y 
telle que 



Cela étant, il vient, si Ton pose 

n «« 



«-? + à (1^ <•). 





nx — my sa n« — w, 


X 




d'oïl Ton conclut 






l'-«/-«l<7,« 


tandis que 

• 





Remarque* — Si la diflerence entre a et le nombre entier le 
plus voisin était < — » N serait divisible par n al y = o. Mais cela 
n'arrivera donc jamais si Ton prend n suffisamment grand 

Au fond, il n'j a pas une grande différence avec votre démon- 
stration; tandis que je détermine x et ^ par la seule relation 
nx ^ my = N, vous les détermine! par 

n» — my » N, n'x — m'y «t N', 

Peut-être ai-je retrouvé ainsi la méthode de M. TchebychelT, je 
ne saurais le dire. Quoi qu'il en soit| vous voudrei bien considérer 
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ceci comme vue tenUtive, laite pour me rendre compte de Porigiae 
de votre analjse ci pour la retrouver. En effet, lorsque je n'avais 
pas votre texte sous la main, j'avais constaté une difficollé (chei 
moi) poor retrouver vos formules. 

M. HurwiU a remaN|në comme moi (et avant moi) que le théo- 
rème de M. Klein sur les racines de F(a|6|C|X)=o s'obtient 
aisément à l'aide de la méthode de Sturm. Son travail est à l'im- 
pression, et j'attendrai donc pour voir s'il s'est occupé aussi des 
racines imaginaires, Cest à l'aide de la méthode de M. Klein elle- 
même que je crois voir conunent il faudra préciser cette question 
des racines imaginaires. Mais je suis bien convaincu que tout ce 
qu'on pourra obtenir sera accessible aussi par la méthode qui 
consiste à calculer le nombre des racines à l'aide de la variation de 
l'argument. Il faudra recourir aux formules qui donnent la conti- 
nuation de la fonction dans les diverses parties du plan. Quant à 
la représentation de F(a, 6, c, x) par l'intégrale définie dont vous 
parlea dans votre lettre, elle n'a lieu que sous certaines restrictions 
[et par exemple dans ce cas F(a, 6, c, x) = o n'a aucune racine 
réelle entre o et i]. Cette circonstance me fait croire, sauf erreur, 
^ que l'intégrale définie en question ne pourra pas être bien utile 
dans ce cas. J'ai vu avec le plus grand intérêt le beau théorème 
d'Arithmétique de M. Minkowski (*) dans les Comptez rendus. 

Veuille! bien me croire votre très dévoué. 



S98. — STIELTJES A HEBMiTB. 

Toaloase, t% février 1891. '. 
^ Chex MoHSiBua, 

Permettea-moi de faire une petite remarque sur la proposition 
de M, TchebjcheflT concernant le signe de l'expression 



(votre Gmrs, p, 47)* 



(*) Noté dm éOiteun. — U tLéovtee aa^Ml il ctt faii allaiiaa ctt le ùiéo^ 
léflM dé M. Ifmkowtki mr Iw iMtean prauicrs critiqae» des diicrûaiaaatt, 
( C&mptm rmdm, t. CXII, ^ S09.) 
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A cause de 

J f(*)rf»«(a'-a)ç(tt), 
c'esl-à-dire 

0) / [T(x)-?(«)]^ = o. 

OQ a 



ou encore 



d'où Ton conclut la proposition de M. TchebychciT. On peut dire 
aussi : L'expression ^ ne change pas en remplaçant f (or) par 
f{x) + C, |(jc) par '^(x) 4- C. Doue on peut remplacer y (x) par 
ç(x) — y(a), ^(j?) par ^(^) — ^'(tt). Si Ton prend soin de dé- 
terminer u par la relation (1) on obtient ainsi la formule (a). 

VeuîUei bien me croire votre bien dévoue. 



894. — MERMITE A STIELTJES, 

KUaville par Noîscville (Lorraine), 16 fôrricr 1891. 
MoM CHER Ami, 

J'ai été appelé en Lorraine par la mort d'une de mes tantes, la 
dernière qui me restait et qui emporte avec elle les plus anciens 
souvenirs de ma vie, ceux de ma première enfance. 

£n revenant du service mortuaire pour passer quelques jours eu 
famille & Flanville, j'ai reçu la nouvelle désolante de la mort de 
SI"** Kovalewski, qui a été enlevée le 10 à 4** du matin, pur une 
pleura-pneumonie. Il j a a peu près quinze jours, je l'avais vue en 
pleine santé à son passage à Paris, lorsqu'elle revenait à Stockholm, 
faire son Cours à l'Université, après avoir ])assé à Cannes les 
vacances de Noël. Je vous ferai connaître ce qu'on ne manquera 
pas de m'apprendre sur ses derniers moments, et ce qu'on fera 
sans doute pour honorer sa mémoire* Mais cette perte déplorable 
pour la Science ne sera pas malheureusement la seule; je suis 
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informé qoe M. Wcientrass, depuis longtemps malade, est i 
tenant dans un état déplorable et qa*on ne eonserve plus d*espoir 
de le conserver. Je ressens le contre-coup de tant d'atteintes : sumi 
laerymœ rerum et meniem mwrtatia tanguni. 

Votre étude bibliographique sur la théorie des nombres est 
excellente; rien de plus clair et de plus simple que votre expo» 
sition. réprouvoi en vous lisant, le rare plaisir de voir apparaître, 
sous un jour extrêmement élémentaire, des notions nouvelles et 
importantes, et je ne serai point seul à vous savoir grand gré d^avoir 
tiré des travaux de M. Smith, pour la mettre au jour ainsi qu'elle 
le mérite, la notion des systèmes réduits. 

Mais j'ai surtout le devoir de vous remercier de lire ma nou- 
velle édition, et de me faire part des remarques que vous suggère 
cette lecture. Les inadvertances et les erreurs n'y manquent point, 
parce que j'ai été paresseux et inattentif, et aussi à cause de l'im- 
possibilité de faire des corrections sur des épreuves en litho- 
graphie. Quand je ferai le second Volume de mon Cours j'espère 
réussir à faire disparaître ces défauts, en même temps que je don- 
nerai place aux communications excellentes que je reçois de vous. 
L'introduction de ?(«), dans la démonstration de TchebjcheflT, 
est tout à fait neuve et inattendue, j'en proGterai pour mon Cours 
de cette année. 

A,ves-vous lu dans les Aeia les beaux Mémoires de Poincaré et 
d'Appell? 



En vous priant, mon cher ami, de croire toujours i mon aOec- 
tion bien dévouée. 

tW. — STiELTJES A HERMiTE. 

Tsvloese, ■§ fémcr 1891. 

Cuxa MOHSIBOB, 

J'ai été douloureusement impressionné par votre dernière lettre 
m'annonçant le nouveau deuil qui tous a frappé, et la mort si 
regrettable de M"* de Kovalemski. Dans un journal qu'on m'en- 
voie de la HoOande, j'ai trouvé quelques détails sur sa vie, elle 
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n'avait que 38 ans et, ce que j'ignorais, il paraît qu'elle s'es 
occupée aussi de travaux littéraires. Je recueille avec piété tout ce 
qui a trait à elle, qui joignait à une modestie extrême tant de 
mérite. ^ 

Le Mémoire de Poincaré sur le problème des trois corps est 
entre mes mains depuis un mois à peu prés, et je Tétudic. Comme 
je le prévoyais, c'est en grande partie à l'aide des méthodes ori- 
ginales qu'il a développées dans ses beaux Mémoires sur les courbes 
définies par les équations dilTércntielles (dans le Journal de Jordan) 
qu'il obtient ses principaux résultats, mais il jr a beaucoup de choses 
nouvelles et j'ai été surtout frappé par la belle manière dont il établit 
maintenant l'existence des solutions périodiques. Cela est bien plus 
facile et clair que la méthode qu'il avait d'abord suivie dans le 
Bulletin de Tisserand. Mais je n'ai pas encore approfondi tout le 
Mémoire, j'avance seulement peu a peu. J'allais presque dire là, 
nous avançons peu i peu, car mon excellent ami et collègue, 
M. Cosscrat, Tétudic également et nous discutons souvent sur les 
points difficiles que nous rencontrons. Vous voyez, Monsieur, 
que je suis bien loin de vouloir critiquer quelque chose dans ce 
beau Mémoire; j'apprends et je cherche à en profiter le mieux 
qu'il m'est possible '. 

Je ne dissimulerai point que j'ai été très content lorsque vous 
avei trouvé clair mon Chapitre sur la divisibilité des nombres. 
C'est en eflet la seule chose que je puis chercher & atteindre. 

Je viens justement de recevoir votre objection contre ma démon- 
stration de la proposition de M. Tchebyched* (*). Vous vous serez 
aperçu certainement déjà qu'elle n'est point fondée, après avoir 
posé 



/ 



te 
f (dp) dx » (a'^a) f (r<) (a < u < a'). 



Je n'ai nullement besoin de la quantité analogue à 



J +(*)^ 



(*) Sot€ de$ éditeurs, — Ce passage montre qu'il meoqae tùremeat quelque 
lettre d'Hermite, éerite entre le 16 et le 19 février. 

If. 10 
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niais je eoaaidire U irikor de {r(jp) pour X as II (noa po«r 4P ss if')* 



On a d'abord 

(I) J«(«'-a)jf ♦(*)Kf(jr)-.f(«)lAr. 

mais puisque 

(a) o^f\f(M)^f(m)]dx, 

il vienli en moltipliant (»)psr (mf — a) ^(n ) el relranclianlde(i), 

En considérant des sommés an lien d'intégrales, ma démonstration 
prendrait la ferme soi¥ante. Soient 

deox séries de it nombres, dont ebacone est rangée par ordre de 
grandeur croissante on décroissante. 



^ I — ^ f 



J-iJt 

Alors en posant 
c'esirà-dire 

m 

on a aussi 



i 



I ■> n^ai^^ik— «a^&AB »2^**"" •^^^ 

Supposons maintenant que « tombe entre ap et a^^ ; prenons 
alors une quantité p entre 6^ et b^^ (lorsque par huard « == àp^ 
on prendrait aussi p ^ 6^). Alors k cause de 

• 1 
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on peut écrire 

m 

I 

mais ak — a et 6a— ^ ont toujours incline signe lorsque les séries 
des ai et des bi sont toutes les deux croissantes ou décroissantes, 
et a* — a et 6a— ^ ont toujours signes contraires, lorsque l'une des 
séries est croissante, Tautre décroissante. Vous vojez que Tintro- 
duction de cette quantité ^ [ou ^(k)] est un point essentiel. 
L'identité analogue pour la démonstration de M. Franklin, qui se 
sert d'intégrales doubles, serait 

(1,4: SI, a, ..., n). 

Veuilles bien accepter, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mes sentiments très dévoués. 

P.^S. — Vous trouverez a Paris les 3o tirages a part sur Qji(^). 



296. - HERMiTE A STiELTJES. 

Paris, 33 février 1891. 
Cher Âmi, 

Je vous accuse réception des tirages à part des 3o exemplaires 
de votre article sur la fonction sphériquc de secondé espèce, que 
je me ferai un plaisir d'envoyer avec le mien aussitôt que j'aurai 
reçu mon tirage à part qui ne m'a pas clé donné jusqu'ici. 

Je vous ai déjà dit combien votre méthode et vos résultais m'in- 
téressent; la relation à laquelle vous parvenez en dernier lieu. 



/ 



*'ï^-FW<î-(.k 



est extrêmement belle, et en elle-même et parce qu'elle montre 
que pour une valeur imaginaire x = a-\- ib le coefficient de i 
dans le produit F(jr)Q''(^) est toujours de signe contraire à b. 



Digitized by VjOOQIC 



■48 cotftnroiiBAiiet B'nuDn n wê tTULTiii. 

Cela ressemble A la propriété d'une imparlance eapitale de ^* où 
le coefficient de i est tonjouirs positif pour R* s= a + îft. 

Ai-je besoin de toqs déclarer que tous avei mille fois raison 
contre moi, et que mon objection k votre démonstration est sans 
aucun fondement, mais ce ne sera pas un motif pour que je tous 
écrive sans suffisamment réfléchir. Je Wai pu encore me remettre 
au travail, et j'attends que le goût m'en revienne sans savoir s'il 

arrivera. D me &udrait cependant terminer • • • 

une nouvelle rédaction de ma Note elliptique, de la 6* édition de . 
l'OMvrage élémentaire de Lacroix, que j'ai commencée et inter- 
rompue sans l'avoir achevée. Je ferai tous mes eflbrts pour m'y 
mettre, les fonctions elliptiqiies étant encore, ce qui me semble, 
en ce moment le plus facile A aborder. J'ai été pendant longtemps 
le collègue de Serret comme examinateur d'admission A l'École 
Polytechnique, et je me sens tourmenté comme par un reproche 
de ne point m'acquitter de ce que je dois A son souvenir. Permettea- 
moi, pour me mettre en train, de vous demander s'il y aurait lieu 
de suivre cette idée qui m'a traversé l'esprit : Je considère la re- 
lation entre les modules pour la transformation du second ordre 



Si l'on pose 

••«îjl et it«tH-). 
eUe devient 






Or, il m*a semblé voir qu'une telle rdation ne peut être satis&ite, 
si l'on suppose que f (•*) soit une fonction uniforme dans tout le 
phn. D'où cette cwiséquence non inutile A remarquer que là pré- 
sence d'une coupure rend possibles des relations d'une certaine 
formCi d'une nature et d'un caractère de grande importance* 

J'ai su aussi que M** Kovalewski s'était occupée de travaux 
littéraires et avait composé un Ouvrage du plus grand intéréi dans 
lequd elle fait« sons un pseudonyme, le récit de sa propre vie; cet 
Ouvrage devrait être traduit en français. Je vous ferai savoir, 
puisque vous Paves connue ci appréciée comme eUe méritait de 
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Tétre, ce que j^apprendrai d^elle par M. Mitlag-Leffler qui a été 
son ami le plus proche. 

Avec tous mes vœux pour voire santé et celle de voire famille, 
car rinfluenza semble devoir revenir, ci a même effleuré, sans 
gravité heureusement, Picard et ses petits-enfants, et en vous 
priant de me croire toujours votre bien aflectueusement dévoué. 

Z91. — STIBLTJES A ilEmUTE. 

Toulouse, a6 Cérricr 1891. 
Cher Monsieur, 

M. Poincaré a, le premier, appelé ratlcntîon sur le fait suivant: 
si Ton a une série trigonométrique dont on a démontré la conver- 
gence, il ne s'ensuit nullement que la fonction qui est représentée 
par la série ne puisse croitre au delà de toute limite. Ainsi, par 
exemple, la série 



I 



est évidemment convergente pour toute valeur de jr, mais la fonc- 
tion f{x) peut crokre au delà de toute limite, elle fait des oscil- 
lations qui finissent par devenir infiniment grandes. 

C'est tout autre chose de démontrer la convergence d'une série, 
que d'étudier la marche de la fonction représentée par cette série. 
Cette dernière question est ordinairement beaucoup plus difficile. 

Permettez-moi de vous signaler comment cette même difficulté 
se présente dans une autre occasion. Soit ¥{x) quelque fonction 
numérique croissant indéfiniment (par exemple, le nombre des 
nombres premiers inférieurs à x) et supposons qu'à l'aide des 
méthodes de Biemann on ait obtenu un développement 

(0 F(x) «/.•(*) -h29-('). 

les ^iî{x) étant des fonctions oscillantes. Supposons qu^on ait 
démontré rigoureusement la conçergence de la série et ainsi 
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Vexaciiiudé de ceita reklion (■)• Ce sera ceruinement oa 
résolut fort intéressant, mais on me Mamraii em eonetare emeore 
mnur sur la makcbs de lafoneiUm F(j;), pae même em eomelure 
que ti{x) esi ta valeur asjrmpiaiique de F(x)^ ifesi-à^ire 



En effet, on a Uen démontré la eomçergenee de la série 

m 

mab la somme de cette série est une fonction qui finit par faire 
des oscillations dont Tamplitude croit an delA de toute limite, il 
faudrait les évaluer A peu près, ou au moins démontrer que 

m 

Mais cette teclierclie me parait hérissée dediflicultés imjt^ 
mimeni plus grandes que la démonstration de la convergence 

m 

de la série ]^T«(')i j^ crains qu'elle soit A peu près inabordable. 

Je crois que pour trouTcr vraiment la valeur a^Tii/^lolilgrwe de F( x) 
il but abandonner la voie suivie par Riemann et cbercber ailleun. 
Riemann s*est proposé le problème fort difficile d'obtenir une 
expression analytique exacte de F(x) et il Ta résolu en efleU 
Mais en se proposant le but plus modeste d'obtenir simplement 
l'expression asjmplotique de F(x), je crois qu'on peut obtenir des 
résultats, qui, au point de vue de la marcbe de F(x), vont plus 
loin, car enfin, rigùureusemeni parlant, je ne vois pas qu'on 
puisse rien conclure de l'expression de Riemann, A moins de la 
compléter par des recbercbes qui me paraissent extrêmement dif- 
ficiles* Naturellement tout ce qui précède n'empécbe pas qu'il j a 
grand intérêt A démontrer rigoureusement la formule de Riemann 
(quoiqu'on n'en puisse, suivant moi, rien conclure), surtout A cause 
de la connaissance plus approfondie de la fonction C(^) qu'elle 
exigera. 
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J'apprends avec plaisir que l'on prépare une nouvelle édition du 
Livre de Lacroix; votre Note sur les fonctions elliptiques qui la 
tennine me semble toujours le résumé le plus clair de cette 
théorie et je crois que je finirai i peu près par l'apprendre par 
cœur. 11 est certain que certaines relations ne sont possibles que 
pour des fonctions admettant des coupures. Pour la relation 



(0 , ,'(?) 






je vois bien d'abord que f (<>>) ne saurait être holomorphe dans 
tout le plan, car f (<>>) ne pourrait prendre aucune des quatre 

valeurs ( — i) . Ensuite, si a>i est un p61e, — est un zéro, par 

conséquent —* ^^ ^* **' ^^^^ aussi des zéros, donc néces- 
sairement ii> = ô est un point singulier essentiel. Cependant, en 
ce moment, je ne vois pas plus loin, et je ne sais pas conclure la 
nécessité d'une ligne essentielle seulement de la relation (i). Mais 
n'j faites pas attention, car je n'ai pas réfléchi suffisamment sur la 
question. 

Vous dounezi dans votre Cours, la. relation élégante (p. ii6) 



i.3.5...a/t — I ./ î / ^.^I^ 

En posant 
I i.3.5...an — i i 

I. a.4.6...a/i " ^i;n^(n/ 

je trouve qu'on a 

ç(„)«.^^ 2 _ 

8/1 — IH : 



3.5 

8«H 



8«-h--^ 



8«-»— ^^ 



'«"'-•[r^]' 



(aussi lorsque n n'est pas entier). 
Pour n s 1 , f (i) =5 ^ =s 1 , 27334 • • M 
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On a aussi 



RMallM. 




CsrfMtfoM. 


1 




•4-o,a7SM 


i,«857l 




^o,oia47 


i,»7ii» 




-4-o,ooaa5 


»»«7ÎM 




— 0,00059 


i,«73»i . 




^-o,oooaS 


i,«7»4 




— o^oooio 


i,«7*>» - 




-f-o,oooo5 


I,«73a7 

• 
11 




— o.ooooS 


r(*-i.î)T^ 


4 





44^-*- 



8»^ ^ 



adr-è-. 



robtiens ces fannales en prenant a s ^ et a = o dans ces for- 
mules plus générales 






10 



I — o« 



a«— a« 

4*H 



4*^- '•— • 



4*'*' 



4»-»-. 



i«— 4*« 



S«-4a« 
'*•*- , S«~ -4g 

Ton donnerai la dédoction dans nne Noie que je vais rédiger. 

Je viens de recevoir les dernières feoîlles de Halphen, j'espère 
vous les renvojer ce soir* 

En faisant mes meiDefirs vœvn pour le prompt réiablissemeni 
de M. Picard et de sa famille, je vons renouvellci cher Monsieur, 
Tassurance de mon entier dévonemenU 
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298. — HEIïMITE a STIELTJES. 

Paris, 3 mars 1891. 



Mon cher Amt, 



M. Weiersirass qui s^élaît réserve Tëlucle du Mémoire de 

Poincaré et avait revendiqué Thonncur d'écrire le rapport comme 
ayant proposé la question, est malheureusement hors d'état de 
s'occuper de mathématiques et je ne puis rien lui demander. 
M*"" Kovalewski l'a vu en passant par Berlin quand elle est 
retournée en Suède, et a fait savoir à M. Mittag-Leffler qu'elle 
l'avait trouvé dans un état pitoyable, plus malheureux et plus 
malade que jamais. C'était elle, hélas, qui était menacée et devait 
mourir la première. Vous verrez, par la traduction ci-jointe d'ua 
journal suédois, les honneurs qui lui ont été justement rendus'; 
M. Mittag-Lcfller m'informe aussi qu'on se propoëC|de publier 
iine édition de ses œuvres et d'élever un monument pour per- 
pétuer sa mémoire. 

Vos réflexions au sujet de la formule obtenue par Riemann pour 
représenter F(t) sont extrêmement justes et accablantes malheu* 
i^eusement pour ces fonctions oscillantes d'un si continuel usage. 
Je vous demanderai toutefois si cette formule ne serait pas sus- 
ceptible de fournir un résultat numérique qu'il serait très inté- 
ressant de rapprocher des évaluations du nombre des nombre^ 
premiers faites il y a peu d'années par M. Glaisher et je crois au^si 
par M. Meissel (*). J'ai le souvenir parfaitement précis que Bie- 
mann, quand je l'ai vu à Paris, me disait que, sans un travail 
excessif, sa formule pouvait être mise en nombres; là-dessus, il 
n'y a point meilleur juge que vous. ' 

Je suis enchanté de vos développements en fractions continues 

d'où vous tirez, en particulier, le calcul de -i bien que l'approxi- 
mation semble marcher bien lentement, d'après les valeurs des 



< * ) Noté du éditeurê. — * Les iraYtaz de MeitMl sont contenus dans les Tome II 
et ni des Math. Annaten et ceux de Glaisher dans Tannée 1880 des Cambridge 
Phiiùê. Sœkt Procêedingê, 
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redites' que vous Ime donnes. Mais je n*ai aucune idée de la voie 
qui mène aux résultais d*une grande élégance que tous aves 
' découTeits;JordBcDuncker dit, je crois, que sondérdoppemait en 
fraction continue n*esi qu^une transfomatioB identique de Ja tot^ 
mule de Wallis; feries-vons usage des produits infinis? 

J'ai bien de la peine A me remettre A Touvrage, les idées 
ne me yiennent point, j'abandonne mon projet d'étudier la 

relation ?^(-) =^ ^ »? \ » ^^ ^^ m'occoper de ma Note de 

Lacroix, liiais je le &is avec ennui et sans goûu 

En vous remerciant de votre bon intérêt pour la santé des petits 
Picard, qui vont maintenant on ne peut mieux, en vous envojant 
mes vœux pour les vôtres, dont je vous demanderai les noms, et 
avec l'assurance de mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 

J'ai reçu dimanche les épreuves d'Halphen. •* 



299. — STIELTJES A HERMiTE. 

To«lo«ie, 4 "uirs 1891. 
Chbe MoHsiBDm, 

Blille remerctments pour votre lettre et la traduction du Journal 
suédois, que je retournerai dans quelques jours. Mais je4lois sur- 
tout vous demander de considérer comme non avenu l'envoi des 
feuilles corrigées d'Halphen. M. Jordan, en effet, vient de m'en- 
voyerle manuscrit et les feuilles précédentes. La semaine dernière, 
je n'avais ni l'un ni l'autre et, dans ces conditions, une correction 
sérieuse s'étendant à l'exactitude de toutes les formules était impos- 
sible. Pavais coinplètement oublié la signification de certains 
symboles, et ma revision ne pouvait porter que sur la forme 
plutôt que sur le fond. Dans quelques jours, je vous adresserai 
donc de nouveau ces feuilles; cette fois-ci je pourrai garantir 
l'exactitude du texte. 

Je dois ajouter quelques mots sur la formule de Riemann. La 
comparaison de cette formule avec les tables (en négligeant les 
termes oscillants) a montré le plus grand accord; ainsi, toute 
personne qui a fait ces calculs, sera, pour ainsi dire, moratemeni 
conçaincue que ti{x) est l'expression asjmptotique de F(x) ou 
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mieux de 

G(*) = F(T)^- iF(ari) -f- iP^*) ^.... 

Mais, si vous me demandez si c'est là une dénions tralion^ dans 
le sens rigoureux du mot, la réponse ne peut être que non; rien 
n'est prouvé de celte manière. Et, pour modérer aussi un peu le 
degré de confiance qu'on peut accorder & de tels calculs, j'ajouterai 
que l'accord observé est presque trop grand; car on peut démon- 
trer rigoureusement que le rapport 

où s est un nombre fixe, plus petit que > nnais pouvant difl'érer 
de - aussi peu que Ton voudra), ne peut jms rester fini 

pour or = 00, mais doit croître nécessairement au delà tic toute 
limite. Or, d'après les calculs que l'on a faits, on ne s'en douterait 
pas et l'on pourrait croire que ce rapport reste très pclit ou même 
tendrait vers zéro. Cependant, cela n'est pas vrai et ce que j'ai dit 
plus haut est absolument certain. 

Les termes oscillants de la série infinie de Riemann sont chacun 

séparément de l'ordre or. Si l'on admet que la somme de la série, 
elle aussi, n'est pas d'un ordre supérieur, il s'ensuivrait que le rap- 
port (A) tendrait vers zéro lorsque s est >-• Les calculs faits 

donnent beaucoup de vraisemblance à celte supposition; en eflct^ 
j'ai dit déjà que l'accord est tel que l'on ne se douterait pas que 
le rapport doit croître au delà de toute limite, dès que s est un 

peu plus petit que -• Mais il n'est pas démontré que 
liin(A)=3 lorsque '> -* 



a 



£n i885, je n'ai pu aller que jusqu'à voir que certainement 

3 
liin(A)eso lorsque '>7* 

4 

3 I 

J'ai vainement cherché alors & abaisser la limite ^à-i mais je 

4 » * 

ne doutais pas un instant alors (sur la foi des calcub numériques) 
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que celle rédiiction ne fftt possible et que, effecliTemenl, ob a 

li»(A)«o, poer •>;• 



En ce moment, sans avoir repris encore mes Tccherches, il me pa- 
reil presqneqae ma confiance d'alors étailpeulrétre exagérée. Enfin 

^de compte, les raisons qni plaident poar la limite - ne sont pas très 

sérieases; j'admets volontiers qne ma limite j n'est pas la vraie 

limite, mais cette vraie limite, on n'en sait rien,'- elle est incom- 
mensurable peut-être? c'est U un grand mystère. J'espère que dans 
un an j'en saurai un peu plus. 

J'obtiens mes fractions continues A l'aide d'intégrales définies; 
je les ai rencontrées en faisant des calculs un peu au basard. Ces 
résultats ont un certain intérêt pour moi, car je rassemble le plus 
grand nombre possible de fractions continues de loi simple, sur- 
tout pour étudier leur convergence dans le cas des valeurs imagi- 
naires. Dans quelques cas d'un caractère asses général, j'ai réussi; 
l'intérêt des exemples nouveaux est que ma méthode n^ paraît /mu 
applicable, en sorte qu'il faudra cbercber une méthode nouvelle. 
Il me semble cependant extrêmement probable, d'après ce que j'ai^ 
vu dans d'autres cas, que les formules 



8jr — 1-+-- 



An*-!-*)/ ^^^ i 



8jr- 






ont lieu tant que la partie réelle de x est positive. Vous temai* 
querei qne, pour jr es i, la convergence est bien lente, mais, dès 
que X est un peu grand, la convergence devient bien rapide, c'est 
comme pour la série de Stiriing, mais ici, il 7 a toujours comçer* 
gence tant que x est réel et >o. Du reste, la série de Stiriing, 
elle-même, devient conveigenle si on la réduit en fraction continue, 
mais je crois bien vous l'avoir dit déjà. 

n est asses singulier que lord Brouncker rattache sa for- 
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mule 

4 I' 



ic ■ 3« 



à la formule de Wallis 

4 ^ 3.3.5.5,7.7 
« ** a.4.4.6.6.8' 

car la transformation semble asses cachée, tandis que l'identité 
d'Euler 

j 1^ j (— i)**' I 

<»i «I «» <*m «j 



«I — «t-t-— — -^ 

donne immédiatement 

. V ir I I I I I . 

4 "7^3 •^5""7^'"'' . !> 



3« 



5« 



ce qui est au fond la formule de Brouncker, mais qui parait résulter 
ainsi plus immédiatement de la série de Leibnits. 
Mes formules donnent aussi 



ft.r 
tsng— a 


X 


l-jrt 




' ' 3«-j-« 

a« — j-« 

an 



Pour j? = o on a la formule de Brounckcr, et je constate que, 
lorsque x est entier impair, la fraction continue reproduit exacte- 
ment la valeur db 1 qu'il faut. Je ne me rends pas bien compte de 
la nature analytique de cette formule, peut-être qu'elle repré-^ 

sente tang -j- pour toute valeur réelle ou imaginaire de jr, & peu 

près comme la décomposition en fractions simples. J'ajoute que la 
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formiile de wtre Conn (p. %gi) 

a i.a i.a.3.4 

ou 

ne met pas en évidence les léms de la fonction comme la formole 
pour le sinos, mais la somme des n premiers termes de la série est 
le poljrnome de degré n •— i qai pour 

m^à* prend la Tskar (— I)* [^""Oi i,i^ ,••,(»— i)]. 

n 7 a qadqve chose d'analogue, si l'on considère les réduites 

de la fraction continue pour tang -j— Vous vojei qu'on serait 

ainsi conduit à considérer la question de déterminer une fonction 
entaèrci non par ses léros, comme dans la formule de M* Weier» 
sirass, maison se donnant les valeurs qu'elle prend pour une série, 
infinie de valeurs de la variable. Je vois que la question a été 
traitée déjà par un géomètre suédois (Bendixson?) dans les Aeia. 
Mais je me laisse aller à un bavardage qui doit vous fatiguer. Heu* 
reusement je peux vous donner de bonnes nouvelles de ma 
famille. Antoine et Edith se rappellent toujours Paris, et certain 
chat qui jouait du violon a fait une profonde impression sur leur 
esprit. 

Votre bien dévoué. 



800. - BBBMtTE A STiELTJSS. 

Paris, 6 BMTS 1891. 



Cube Ami, 

Il me faut avouer n'avoir en moi aucune lumière sur la question 
si dîificile qui vous occupe de déterminer s de manière que le 
rapport (A) soit nul pour x infini, et je ne puis aucunement 
soupçonner de quelle manière vous établisses qu'il croit indéfini- 
ment pour «>•-• £t c'est un autre mjstère que l'étonnante 

I ; en vous 
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suivant avec tant de plaisir et si facilement sur d'autres routes, je 
vous laisse avec regrets suivre tout seul votre chemin vers une 
contrée où tout mVst inconnu, mais je me dédommage avec les 
fractions continues. Je me permets de vous demander si vous aves 
considéré, dans ces beaux développements 






--. s IH ; 



4y--a-+- 



^x- 



et 









le cas particulier de x=s ~ qui conduit aux expressions |^ ^V\ 
,,,"',, inverses Tune de Tautre et qui se ramènent au fond 

Je vous réclamerai aussi l'expression sous forme de fraction con- 
tinue de la série de Stirling que vous ne m'aves pas communiquée; 
je suis curieux de voir si en conquérant la convergence pour toute 
valeur de la variable, une impitoyable, une inéluctable fatalité ne 
vous Ta point livrée inutile, insuffisnnie et comme mourante. C'est 
dans le Cours de la Sorbonne de Serret, Calcul différentiel et inté- 
gral, que sera reproduite mon ancienne Note de Lacroix, où elle 
sera mieux à sa place. J'ai modifié la page 4^) ^^ sujet de l'exprès- 

sion du module en fonction de (o = ^r-» en remarquant que si l'on 
pose ( ' ) J = / . ^^ et îî-H-i = -^f on obtient des séries dont 
les coefficients sont commensurables, & savoir 



(■) AoU d€ SiMtJu. — La vêleor de l^^^ij^ n'est pat la même ici que 
dans les formules de iacobi. 
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puis edie-ci 

qui offre la propriété MÎvaaie, Ohangeons m en ^"7. » (dericati^ 
comme on voit aisément, mai* en même tempe Jli*à^* te change 

^ Cest oœ certaine ressennUaiice avec la série exponenlieUe, niais 
ce qai ni^iiitéresse très vivement, ce sont les coefficients numé» 
riques de ces développements, que je suis tenté de rapprocher des 
nombres de BemouUi. Je les obtiens par une voie extrêmement 
lente et pénible en partant des formules du § 29 des Fundamenlà 

OÙ 9 =s I — %k^ et recourant à la méthode humiliante du retour 
des suites. Vous voyea qu'on aurait aussi K et K' au mojen de 
cette même variable \. 

Vous nous avei rendu le plus grand service en renvoyant les 
épreuves d'Halphen, mais je suis extrêmement content que votre 
travail qui vous a donné tant de peine ait pris fin, et que vous 
puissfea vous occuper plus librement de G{x) et de Texposant #• 

En vous renouvebnt l'assurance de ma plus sincère affection. 

SOI. — STiElTJES A HBRMiTB. 

Toaloaie, 9 asfs iS^i. 



Cnsa Honstxira, 
Votre remarque que la série 
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donne la valeur inverse en remplaçant i* par — (^ m'a fait consi* 
dërer la série log(4Ar^A/*) qui ne doit renfermer que les puis- 
sances li*'^^. En posant 

on a 



3.5' * 3.5».7' 

et j'ai calculé encore 

3».5«.7.ii.i3 

et de là, on pourrait conclure encore les coefficients de Ç** et Ç**, 
dans le développement de 4^'^^'^» ^nais j'ai trouvé plus facile de 
calculer directement a, ^o/» ^) --m ^^^^ passer par la série 
qui donne ik^k'^. Il semble bien, que les coefficients a, ^, y^^ *"« 
ont des valeurs plus simples que les coefficients dans le développe- 
mcnl de 4A'^A*''. Mais le procédé pour calculer les coefficients de 
ces développements est bien humiliant comme vous le dites et ne 
donne aucune lumière sur leur valeur. Ainsi il semble que les 

coefficients de : ■■ ,',,, et de logf . J^^ j soient tous positifs. Mais 

je ne vois aucun mojxn pour le démontrer. 

Les séries procédant suivant les puissances de ( sont conver- 
gentes sous la condition 



c'est-à-dire 






lïK a, 1884, 

UM< 4,7893, 

Il est donc à présumer que le rapport de deux coefficients con- 
sécutifs doit tendre vers - — rp-r ou vers = — » mais il faudrait 

4,7893 «a, 9371 

pousser beaucoup plus loin les calculs, semble-t-il, pour que cette 
tendance se manifeste. Cependant, aussi sous ce rapport, le déve- 
loppement de log(4Ar^A:'*) parait plus régulier. 

Je n'avais pas songé du tout & poser x= - dans mes fractions 

continues, pour avoir le développements de :^"*"î: ; les expres- 
H. ! Il 
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êions que Ton obtient ainii ne rentrent pas dans les tjpes de 
Iractions continues qae j'ai étudiées jusqu'ici et demanderont un 
nouvel examen. 

Je vous adresse en même temps les feuilles corrigées d'Halphen^ 
je ne crois pas qu'il reste encore des fautes. Enfin, je remets A une 
autre fois pour vous parler plus amplement des fractions continues 
et de la série de Stirling. Crojes-mot luen votre très dévoué. 

P.^S.' — Méthode de calcul jpour les coefficients o^ p, y, S, . • •• 
On ia d'après vos notations 



rv- 



Or, d'après des formules de transformation de la série hjper- 
géométrique [Goursat, Thèse, p. lao (form. 4^)] 

..,.î. ,(».|.|.,;).(;_ç)-«,[|.|.|.(j^y]. 

donc en posant 
il vient 

4'oà ' 

Or 

4 A*JK>« -î^^ (« 1— sH-»- *r«— sf«+ *r«— «H«-4>. . .)h 
(») — log(4*«r«)-«»*+|H-».|r»+îr»+..., -- 
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et il ne reste qu*à substituer les valeurs 



^• = 



obtenues à Taide de (i) et finalement d'introduire l au lieu de Ti* 
J'écrirai encore les coefficients de S*^ et (** dans le développement 

■•* 3».5«.7.ii.i3^ 3».5».7.u,i3* 



803. - HERMITE A STIELTJES. 

Paris, Il mart 1891. 
Chei Ami, 

Vos calculs m'ont fait le plus grand plaisir, jamais l'idée ne me 
serait venue d'introduire la série de Gauss et de faire usage des 
belles relations de Goursat, et puis vous êtes calcula indefessust 
Votre remarque que log(4A-*A''*) n'a que des termes de la 
forme Ç^^* est excellente : a, p, y ^^^^ merveilleusement simples, 
mais 8 commence à faire regretter la confiance que les premiers 
coefficients pourraient donner. C'est une déception que j'ai eue, 
dans un calcul tout voisin comme vous ailes voir. Soit S et S' les 
séries de Jacobi dans le § 39 des Fundamenta qui donnent 

On aura, je le remarque d'abord, 

'-f-K "" 4J« S " aJ« 
ou bien 

» H- * aJ«' 

et la condition qu'en faisant 10 = a -h 1 p, ^ soit positif donne 

aJ« «■-♦-(P^i)»' 
donc 

moaj2.<, ou |{|<ijl, 
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tandis que tous troinrei ^ — • Bfais Toici le point qoi m^a intéressé 
et lùen attristé. Ayant S'ss Si» il Tient 

ce qui eondait i exprimer S «a mojen 4e (t or je Iroote 

En présence de' eet korrible lerme — ^gr-cS j*^ reCût mes 

calcuk, espérant qu'il y avait quelque erreur, mais en vaini et 
je crob décidément qu'il faut, quoi qu'il en coûte, le subir. 

Je crob fermement que toqs vos numérateurs, dans le dé veloppe4l 
ment de 4^*A'*i sont divisibles par 4 : partages-vous mon espoir, m 
un degré si faible qu'il soit, que ces coefficients auront un r61e? 
Dans ce cas, j'aimerais extrêmement que vos résultats soient 
l'objet d'une Mole, et que je ne sois pas seul à en profiler et à m'en 
délecter. £n me réservant d'y revenir après y avoir de nouveau 
réfléchi, je vous renouvelle, mon cher ami, «'assurance de tout 
mon dévouement. 



.808. — BERMITE A STIETJES. 
{CarU PoÊtaie.) 

Pirii, Il BMiis iSai. 

Chbr Am, 

En posant k*=s/(^) et désignant par a^i^ib un entier corn* 
plexe, l'équation modulaire pour la transformation d'ordre a* -4- 6^ 

donne une relation algébrique entre /(|) et /( ^^]^ i)« 
804^ — STIBLTJES A BEMOTB. 

Il BMttS llfl. 



Gnaa Moasumiy 

En réfléchissant encore sur vos séries si singulières qui pro- 
cèdent suivant les puissances de i, je suis devenu un peu pessi- 
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mîsle, et il me semble peu probable qu'on puisse approfondir la 
loi des coefficients. 

Mais d'abord, il n'y a, entre nous, aucune différence quant au 
rajon de convergence. Dan^ votre première Lettre vous aves 
employé la lettre J dans deux sens différents, en écrivant d'abord 

et en écrivant ensuite les formules de Jacobi, 

K-J(.+...)-^(î-H...), 



mais ICI 



•/• VI — i8in«9 ^9 /i — oî* 

Dans ma Letire, j'avais accepté votre première définition 
f ' et de là la différence entre nous, qui n'est 

qu'apparente. Les données numériques 

|{|<a,i884. |{«|<4,7B93. |{M<m,937I 



restent exactes. 

Si je considère maintenant la série 



«n.4{«H.8{*-f.^{«-+-..., 



lillc.. 



il semble bien que les coefficients soient tous positifs, du moins 
c'est constaté jusqu'au terme en (** inclusivement. Mais cette* 
série représente une fonction qui n'existe pas en dehors du cercle 
de convergence, et cela me fait croire maintenant qu'il pourrait 
très bien arriver que le rapport de deux coefficients consécutifs, 

au lieu de tendre vers g ^ » est tantôt plus grand, tantôt plus 

petit que . ' ^ • • • tant tendre vers une limite. Dans les séries 

I -H a» -H aap» -♦- aa:»-4-. . . , 
* H- »*•• -h «••••»-♦-«••■•»•* -H ..• , 
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qaiy elles aussi, représentent des fonctions «foi n'eiSsIent quo 
pour [jp| ^1, TOUS TOjes qne ce rapport Cm^t iCm n*a ancnn sens. 
En pnSsence donc de séries si singuliires, et d'une nature si diffé» 
rente de celles qu*on rencontre ordinairementi il me semble pru* 
dent de ri5ccrver mon opinion» Je me propose de pousser encore 
un peu plus loin les calculs lorsque j'aurai un peu de loisir. 
Votre déception i Tégard. de la série 

montre bien qu'il faut être bien réservé; après tout, fl se pourrait 

que dans le développement de jpvi il 7 Ait des coefficients 

négatifs. Je vous avouerai même que je ne serais pas flLcbé d'en 
rencontrer un, car, dans le cas contraire, je serai toujours tenté de 
croire qu'ils sont tous positifs et désolé de ne pouvoir le démontrer. 
Quant an r61e que ces coefficients peuvent avoir, je n'ose vrai- 
ment exprimer aucune opinion. Ayant 

ou, en posant 

fih ti t. ») 
je remarque que ^^(j > ^ » -» x j est aussi une intégrsle de l'équa- 
tion différentielle linéaire 

i laquelle satislait ifjt jt i> x\ Donc i est le quotient de den 
solutions de (1) ^^ 

D'après les calculs de M. Scbwan {CBupréê, t. II| p. aiS-aao) 
on a donc 
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et Fintégrale générale est 

S! Ton prend ( comme variable indépendante on trouve 

On pourrait se servir de (3) pour obtenir le développement 
mais les calculs sont alroces. Au contraire, le développement de l 

pourrait s'obtenir sans trop de difficulté à Faide de (a)) en imitant 
le procédé de M. Schwarz (Œuvres, t. II, p. aa6-228). On recon- 
nait ainsi que tous les coefficients a, p, y» • • • ^<>^^ posiii/s, ce 
qu'on ne voit pas a priori en divisant les deux séries hypergéomé* 
triques. Mais ce n'est pas cela [ce] qu'il faut et, en désespoir, 
j'abandonne ce sujet trop difficile. Je me bornerai â calculer 
quelques coefficients nouveaux dans le développement de 4^^^' 
en passant par le pont de Tàne. 

Vous aurez certainement reçu maintenant les épreuves de Hal* 
phen; pour toute sécurité j'en ai gardé encore un exemplaire. 

Votre bien dévoué. 

P.^S. — Je me suis amusé à quelques vérifications numériques 
dont voici une : 

-log(4*U't)«4{«H-|^-4-.... 
En posant k := sina, il vient 

--log.in,«-^».H^3-4.^H. 3,^Vy„ ,3 -^-.... 

Pour Ar as8 sini 5*, j'ai 

K':K«|/3eUng6o% 
l^r^^aa — v1f«Ungi5"; . 
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d*oft 

i quelques onilés do 8* ordre près, j^aî 

|«:i5» %v^ 

(••:S.5«.7- 916 

o,S46573 56 
d*aiitie pari 

— -ï- log iiaa« s - lof ^ v o,S46 57S 59. • • • 

Peoi-étre, dans ma Lettre, je n'ai pas exprimé asseï clairement 
mon opinion qni est celle-ci : la circonstance qne les fonctions 
n'existent pas en dehors du cercle de convergence pourrait bien 
se traduire par des êingulariiés exirime$ dans la loi des cœffi* 
cients des séries. 



805. — STiELTJBS A HERMITE, 

To«lo«Mb iS aMtts il^i. 
Cbbe MoHsiBvm, 

Mille remerdments pour votre énoncé. G>mme tous ailes voir, 
il m*a été bien utile. Pavais iaft le raisonnement suivant. En cher- 
chant une transformation 

qni fait correspondre i^i = f i m ?=s i, on est conduit i poser 

d*où 
» Mi-i- j. \n— 6f/ \ ••-♦-•/* 

Ce^t là naturellement aussi votre raisonnement. Mais j*ai été 
arrêté, Toici comment. La quantité i et la quantité (1=3 f— -j^( 
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s^annulent en même temps. U. faudrait donc que, pour k^=z -t 
l'un des modules transformés donnât aussi k^= ^ /ou tout au 
moins une des valeurs -# a, — 1 qui se déduisent de - par une 
substitution linéaire]* Or, je ne sais pourquoi (peut-être par un 

vague souvenir de quelque calcul numérique mais qui a dû être 
faux) cela ne me paraissait pas vrai. Je croyais savoir que, 

pour A:'s=-» il n'est pas vrai qu'une des valeurs fi est = -• 

Donc, malgré la simplicité du raisonnement, j'ai cru â quelque 
erreur et j'ai laissé les choses dans cet état. Si forte était ma pré- 
vention que, lorsque j'ai reçu votre énoncé, j'avais d'abord de 
forts doutes. Mais vous m'avez obligé à examiner la question et je 
viens de reconnaître que j'étais complètement dans l'erreur et vous 
avez raison. EfTectivcmcnt, pour/''^ -9 l'équation entre ^' et ^1 

donne pour ^ deux racines égales à y/^ et cela s'explique main- 
tenant aisément; la transformation correspond alors à la multipli* 
cation complexe par a ± bi. Aussi M. Joubert («Sf/r les équations, 

eic*, 1876) remarque que pour k*= -* co = 1 l'équation du mnl- 

iiplicaieur a deux racines a ± bi et les autres deviennent égales 
deux à deux (p. loa). Déj{\ cette remarque se trouve en germe 
chez Jacobi pour le cas a* -H 6*= 5 {Œuvres, 1. 1, p. a54). 
Du reste, à l'aide de la formule 

j*ai vérifié que pour 

-? t ~r / a« . . ait\ 

on obtient 

|/ï«y/; (positif réel), 

ei généralement cela doit arriver pour deux valeurs de r en posant 

. "•? • r* aw . . air 

qtsÊt^é P, /y es a' -4- ©■ premier, » n ces — -H < sin — • 
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n ferait intéressant de connaître ces valeurs de r; on les 
trouvera, je crois, sans difficulté; je pense que ce seront les 
valeurs rssd=6 (6 impair, /> = «•-!-**). 

Mais vous ailes certainement édaircir toutes les questions qui 

se présentent ici; cetCe relation entre /(|) et /l ^^^^ ij àùBr- 

nera^t-eUe les coefficients du développement de /(i) ou don» 
nera-t-eU« feulement des identités. Peut-être celte dernière alter- 
native est ;4ns probable, la connaissance du développement de/(i) 
pourrait alors servir réciproquement i déterminer les coefficients 
dans la relation entre /(^) ti/{l%). En tout cas la décomposition 
de Téquation modulaire dans ce cas Ar* ss - sera intéressante à con- 

naître. Mais je dois me remettre à ma théorie des nombres ; tout 
en regrettant d'avoir à abandonner ce sujet si intéressant. J'espère 
que vous voudrex bien continuer à me communiquer les résultats 
que vous obliendres, et qui, je crois Tavoir assea démontré, m'in- 
téressent extrêmement* 

Votre bien dévoué. 



806. - STiBLTJBS A BERMiTE. 
(Carie patiale,) 

Mon cHsa Am, 

n j a évidemment une inadvertance dans ma lettre. Si Ton 
introduit dans la relation algébrique entre /(Ç) et /(ii ) là série 

le résultat ncf peut pas être identiquement nul, mais on doit obtenir 
des relations entre «, p, y, • . • qui peulpêtre détermineront ces 
coefficients. Vous avex fait peulpêtre ce calcul dans le cas le plus 

simple de la relation entre /(i) et /( '^** i)* Quelles choses 
singulières! ^ . , 
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807. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris» le i4 mart 1891. 
Chek Ami, 

La correction des feuilles d^HalpIien dont je vous accuse récep- 
tion et que je vais donner à M. Gaulliier-Villars a dû vous donner 
une peine extrême, et c'est un service signale que vous aurez rendu 
en vous y consacrant avec tant de conscience et de soins. Je ne puis 
m'empécher de penser qu'il sera bien peu lu à cause de la compli- 
cation de ses calculs et de ses notations malheureuses; j'ai surtout 
des doutes sur la prééminence qu'il a voulu à jamais consacrer de ci> 
et <■>' et de p{u) sur les symboles de Jacobi, auquels, je vous l'avoue, 
je reste â jamais fidèlement attaché. Tisserand ne m'a point caché 
que les formules du Traité d'Halphen ne lui disaient rien, je l'ai 
éprouvé moi-même, et ceji'est qu'au prix d'un effort réel que j'ai 
compris des points très beaux que ses notations laissaient dans 
l'ombre. De ma variable \ je n'ai plus rien à vous dire, en ce 
moment, elle m'échappe; je sors du collège Stanislas, où j'ai 
interrogé sur les génératrices de l'hyperboloïde, la génération de 
Tellipsoîde, l'équation en 1, etc. et je suis excédé, d'autant plus 
que ce matin j'ai eu à la Faculté des Lettres une séance d'examen 1 
de baccalauréat. 

J'observe cependant que, dans les dénominateurs des coefficients 
du développement de Ar'A^*, tous les nombres premiers figurent 
comme facteurs, et que les exposants des plus simples 3, 5, etc. 
vont en grandissant d'un terme à l'autre. 

Ne serait*ce pas l'aurore d'une forme arithmétique nouvelle, 
caractéristique d'une nouvelle forme analytique? Mais il faut res- 
treindre son imagination et, pour ce faire, je prends les relations 
absolument terre à terre que voici 

asnxcnârdnd? 

%n%» sss j- — j — , 

I — A:«sn*4F 



I — aifr« sn«x -t- k^ %n^x 






daadP T^ — T— 
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On a bien remarqné i|ae 

dont les nmnërateiirs soni des earrés^nuds i ees fonnoles j*ajoale 
i^ (dsdr -I- i( SB JT ea^)* 



On en conclnl que ^(i + sn %x) (i + Ar snax) esl une fonelioa 
anifonnei i savoir 



i-kïïà^» I — itfa«ar* 



Elle a la périodicilé de snx, et peut s'écrire ainsi 

^["(-?)«'(-«*^)]*-(-?)-(-*«-^)- ■ 

Tentrevois quelques conséquences i en tifer, mais point main* 
tenant^ où je ne suis plus bon à rien. 

En vous renouvelant, mon cber ami, mes remerctments pour 
vos coefficients qui me donnent tant i penser, et en vous priant de 
I me croire votre affectionné. 

«M. - HBMOTB A STIBLTJES. 

Paris» iS surs 1891. 
Casa; Ami, 

Cest bien comme vous Faves jugé, pour tenter d'obtenir quelque 
lumière sur les coefficients de la série /(i) = - +«i + p('^.«* 
que j*ai songé i Femploi de la relation entre f(\) et /(~^pi) t 
que donne la tbéorie des équations modulaires. On a aussi en 
posant U = )/kP^ Y = y/^ des équations dont le P. Joubert a 
fait le calcul, dans plusieurs cas; pour le cinquième ordre en 
particulier, il obtient celle-ci : || 

V*— i6U»V>+ i5U«V^-4- S U« V«-4- 4UV + U« « o* 
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Maïs pour en faire usage, il serait nécessaire de former la 
racine 8*^"* de votre expression, je veux dire de prendre pour 
point de départ les formules 

et j'ai reculé, je Tavoue, devant la complication des calculs que 
demande la substitution, ne me sentant pas encouragé par une 
suffisante espérance dans le résultat. N'attendez donc point que je 
vous apporte quelque contribution sur la question; c'est en vous, . 
en vous seul, que je mets mon espoir, le temps me manque et 
avant tout il me fautierAiiner la rédaction de la Note qu'attend l'édi- 
teur pour la prochaine édition du Cours de Calcul différentiel ei 
intégral de Serret. La nécessité me contraint donc de i*enoncer 
à $, et je ne songe en ce moment qu'aux formules de la dupli* 
cation dont je vous ai déjà parlé. Voici les conséquences que je 
voudrais en tirer. £n premier lieu, de la relation 

(cna?-4-sn«dnx)* 

i-4-sn2ar = ^ tt — r ^ 

I — A-« sn*x 

on conclut 

AM»HiH-iie,)« 

et, par conséquent, 

ce qui conduit absolument à étudier de près cette quantité 
P(.,.,(î)H,(f).H(f)..(f). 



On a ensuite 



I — cnaop a 






, aA:V9n>jrdn*ir . (HH,)« 

d'où 
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Je mets d'autant plu dlntérêti eettaétnde qu'elle ouvre la ^ 
pour obtenir, dans la théorie de la tranifennation, les réanltaU 
fondamcntanx de Jaeobi dans le paragraphe 10 dea FondamÊemta 

Y^V 8(i-«*jr)AS 
vl^U -(i-»)Bt. 
V^lU»(i-f-itjr)G>, 

résoluu que josqu^id j*ai nég^ig^. 

El que d'autres chosea je n^;lige par i ndol e nc e , nonchalance, 
par mollesse et paresse, par Uchelé, etc. 

En TOUS fëlicitani de totre ardeur au travail que j'envie ci vous 
renouvelant l'assurance de mes meilleurs sentiments. 

Sm. — STULTJBS A HEBMJTE. 

Te«li»M, is avra la^i. 
Gma IfonsiBua, 

' Voulant, un de ces jours, exposer i mes élèves la théorie du 
développement d'une fonction arbitraire en une série de poljr* 
nomes de Legendre 

j'ai été conduite examiner la fonction 

et je me suis rappelé alors que M. Beltrami, l'année demièiei 
remarqua l'intérêt qu'il 7 aurait i trouver une limite supérieure 
pour n très grand. A l'aide des méthodes de mon article sur les 
poljnomes de Legendre je trouve que pour «*i<x<+ 1 la valeur 
absolue de X^^ — X««i reste toujours inférieure i 



r(ii) .A^ 4 



Hais je riens de reconnaître qu'on peut obtenir une limitatiott 
de ce genre par un moyen très simple. En posant jrsscosi e 
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retranchant les formules élémentaires 

V i.3...(a/n-i) r . ^- i(/n-i) , ^^ 1 

Xii-i « , , 

il vient 

as ; lcot(/i-»-nO cos(n — 1)0 

— - rTCOS(/t — 3)0 



i.2(*in — i)(an — 3) 

4.3(/t-+-i)/t(/i — O ^^,,^ 1 

— ^, ,. ., - COS(/l — 3)P — • ê • Il 

où il faut prolonger la série jusqu'à ce qu'on rencontre un terme 
nui. Au lieu de cela on peut, pour n pair, prolonger la série 
jusqu'au terme en cosd, puis doubler. 

Pour n impair, on peut aller jusqu'à cosaO, ajouter la moitié du 
terme suivant, puis doubler. Soit n pair, on a 

t .3. . .(2/m- l) / r / Mk /A > Al) 

;-^^— ,^j^j;^ { «[C0.(« + .)» - . C0.(« - ,)0 -. . .- X CO.0]}, 

où a, ^, • • . , X sont positifs. 
Pour 6 =s o, il vient 

I— '«— ^— ...— X«aO, donc l-i>fl(-4-^H-Xa...aa; 

d'où l'on conclut 

IV Y , ^ , t.3...(an'4»i) 

'^'^'"^'-■'<^ ».4...(an^.a) - 

On arrive au même résultat pour n impair. En écrivant 

on a 
donc 



La limite supérieure, obtenue précédemment, est plus petite 
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dans le rapport de 1 i ^ i peu près, mais pour l'âpidicatioB 
qaVn a à faire do résalui^ eela n*a aacnne importance, et i caose 
de son caractère si élémentairCy je préAre la déduction que je 
viens de donner. . . 

On conclut facilement de ce fésultat qne, dans le cas oùy(«) est 
une fonction à variation limitée dans rintenralle ( — 1 , + i)f 

reste constamment inférieur à un nombre fixe. 

Je n'ai pas encore entrepris Tapplication de la relation algé- 
brique entre /(i) et / y\^^' s) <^vx développements suivant les 

puissances de (. En eflet, je dois pour cela chercher tl*abord une 
transformée aussi simple que possible de 'Féqualion modulaire, 
pour A s= 5. La relation que vous m'aves communiquée comme 
obtenue par le P. Joubert s'est montrée inexacte. Du reste je dois 
avoir encore d'autres transformées, mais avant de me lancer dans 
ces calculs asses pénibles, je dois chercher à la bibliothèque ce 
qu'on a fait déjà sur ce sujet. 

Je dois vous demander pardon d'avoir gardé si longtemps l'ar- 
ticle sur M"* de Kowalewski que vous aves bien voulu m'envojer, 
mais je l'avais communiqué à un ami de Hollande. Pendant les 
vacances de Pâques je me suis trouvé asses souffrant et je n'ai 
presque pu rien faire, ce qui m'a été une grande déception. Mais 
avec le temps plus doux que nous avons maintenant, je vais beau«> 
coup mieux et le goût du travail me reprend. J'espère vivement, 
cher Monsieur, apprendre de bonnes nouvelles de votre santé. 

Veuilles bien me croire toujours votre très dévoué. 

810. - HBRMITB A STISLTJES. 

Paris» t4 avril it^i . 
Mov ona Ami,. 

Vous êtes un magicien, vous traites avec une merveilleuse 
simplicité des .questions extrêmement difficiles et importantes 
et je ne puis asses vous dire avec quel, plaisir j'ai vu la rel»- 
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lion I X^+, — X*.i I < r(i)r/^^,x ^'^û vous concluez 



|X«^,-.X«-,|< 



/ll(/l-4-l> 



Où el quand publierez-vous ce que vous venez d'obtenir, qui inlë- 
ressera vivement les amis des fonctions sphériques? Mais ménagez- 
vous, n'abusez pas de votre puissance de travail, surtout parce temps 
qui amène un si grand nombre d'indispositions et de maladies. 

Ce matin, quand je suis sorti, la neige tombait et le soir, à la 
maison, nous faisons encore du feu. Je poursuis la Note elliptique 
destinée â l'Ouvrage dé Serret, avec la grande ambition qu'elle 
puisse vous servir de guide-âne grâce aux formules que j'y accu* 
mule, mais j*avance lentement. En ce moment, je rédige la multi- 
plication de l'argument par un nombre entier et en établissant 
pour n impair les formules sn(nx) s=s ~» cn(nx) = -gt etc., j'ai 

cru nécessaire de démontrer la relation S — T3=(i iL" snâ?)T2, • • ., 
ce qui est facile. Vient après une recherche dont je me réserve de 
vous entretenir, et qui me demandera beaucoup d'efforts, elle 
^ concerne les polynômes relatifs à la transformation, sur lesquels je 

crois qu'il y a encore grandement à découvrir. Combien Jacobi 

^ a eu de bonheur avec ses découvertes elliptiques! 

/ 

i 

( 



Croyei-moi toujours, mon cher ami, votre bien affectueusement 
dévoué. 

ail. - STIELTJES A HERMITE. 

TottlouM, i4 Juillet 1891. 

j CuEA MoMSIEUa, 

i Vous voudrez bien, je l'espère, me pardonner les lignes sui- 
vantes, malgré la chaleur et l'ennui des examens qui approchent. 
/ • Soit 

• a.a 1.2.4.4 • ' 

alors ^ 

</ii«>iarc8inâ^ . Pm- 
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et ce poljnome Pji ndsTûi i la rdatSon 



(I) 



(•-••)S-^("-«)*£-«*/-o 



(ilecueilde Tuacnod, p, 3i-37). 

. ' Je oie propose 4'étudier la seconde intégrale 

Ponr cebi je décompose en fractions «mples 

Les ncinet a^Pf . • . , X de P«= o lont des racinet stoiples, et 
db I n'est pas une neine. On Iroave 

is,d'«p(ès(i>, ^, , , , 
(!-««)» _, .V. .■f (i-i*'y>-*r »-** « 1 



dCMM 



pois 




•*^2iJ ~THîF~ L(ï=^ ~ï^^J ï^^5 



n est clair que 
*'' ^ Pi(a)» «-a 



R. 



K' 






( 



I 

/ 
/ 
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Rji éuinl ua polynôme du degré n — 1 en x, donc finalement 

(4) Q*=(— i)*P»«rciiii4?— R«/i— r*. 

^ Il reste à désirer seulement une expression plus commode et 

^ plus explicite de ce poljrnome R^v, je n'ai pas pu surmonter 

encore cette difficulté. 

Vous vojrex que la question a quelque analogie avec Tanalyse 
des Xff de Liegendre; cependant, si l'on cherche à intégrer (1) par 
une série suivant les puissances descendantes de x et commençant 
par un terme en x*, on obtient pour déterminer k 

(n — A)«=o. 

tl . Il jr a ainsi un racine double k = /i, et une série (Pm)^ mais la 

^^ seconde série renferme des logarithmes; c'est là ce qui fait une 

diflerence essentielle avec le cas des X«, où il jr a une seconde 

solution de la forme 

Cela me fait penser que la détermination de ce polynôme Km 
exigera quelque nouvel artifice. Mais, en terminant, j^ vous avoue* 
rai que j'ai écrit surtout cette lettre dans l'espoir d'avoir de bonnes 
nouvelles de vous et de votre famille. 

Nous allons passer la plus grande partie de nos vacances en 
Hollande et comptons partir vers la fin du mois. 

Veuillez bien me croire, cher Monsieur, votre très dévoué. 

SI». - HERMITE A STIELTJES. . , 

Paris, 16 juillet 1891. 
Mon chek Ami, 

* J'apprends avec grand plaisir que vous allei en Hollande pro* 
fiter des vacances et je viens vous informer qu'aussitôt les examens 
finis je me rendrai A Barèges, comme l'année dernière, ayant grand 
besoin de changer d'air et de me reposer. La maladie nous a 
visités cette année : Madame Hermite a eu une bronchite et a dû 
garder le lit, puis Jeanne Picard qui a eu une inflammation 
d'entrailles; mais, grâce à Dieu, toute la famille est maintenant 



ri 
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en bonne santé» J'étadierti| qnand je serai dsas les Ppimttê^ 
votre poljnome P^; mais, en attendant, j*ai recours à tous an 
sujet de K et Kf considérés comme fonction de A:*, pour établir les 
importantes propositions de M. Fnchs, «{ue j*ai énoncées page a48 
de mon Cours, en vous demandant si Ton peut procéder comme il 
suit : En premier lif u, la série 

montre jque K ne change point lorsque k^ tourne autour du point 
k^ss o. Remploie ensuite la relation * 

lL = — log^ ...... 

en l'écrivant sous cette forme 

où S est une série entière en k^. On voit alors <iu*en tournant 
autour du même point ^*=: q, log^' s'augmente de ai« de sorte 
que K' se change en K' — aïK et, par conséquent, iK' en 
iK'-H aR. Enfin j^ je remarque qu'en remplaçant k par A', on a 

K B S'-. ^logje>s S'- Elog(i — !•). 

Si l'on tourne autour du point it*= i , log(i — k^) s'augmente 
encore de aiic, par suite K devient K — a/K'; ce sont les théo- 
rèmes de M. Fuchs; la démonstration pourrait^elle être donnée 
dans la nouvelle édition de ma note elliptique? 

La fonction holomorphe r-:^ me semble iriser de bien près la 

discontinuité, r( — n) étant nul pour n entier, r( — n — () étant 
extrêmement grand, ai petit que soit (. C'est ce qu'on voit, pour 

ainsi dire sans calcul, au mojen de la reUtion r(A)r(' — ^) ^== 
Faites, en effet, a = n -H i + i, on en tire 



sisav* 






pois, en changeant (en i — i. 






i\ 
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Les seconds membres, en supposant i<i, sont plus grands 
loiis les deux que *'"^^ r(w H-i); or on a: sinx> -pour ar< jt 
sinj; > -^ pour x < t» • • • et, en prenant la première înégalîté, 
on obtient la quantité -i r(/i -{- i), comme limite inférieure. Pour 
i = - » cette limite est donc -r(/i), ce qui montre la prodigieuse 

hauteur de Tarceau que forme là courbe r= ^tt-t entre deux 
^ •^ t (^) 

intersections consécutives avec Taxe des abscisses. Qu*il serait 
intéressant d'avoir une expression analytique simple qui mettrait 
de telles circonstance en évidence I 

Les coefCcients de P«(^) ne contiennent en diviseurs que des 
' puissances de a, comme le montre la formule 

a»P.(a-) a S/iJ(a: H- !)•-/• (*— 1)^ 
Olk 

»^=a —; » iP — Of 1,9, ...,11)1 

I . 4 • • •£' 

conséquence immédiate de Tégalité 
J'ai remarqué que la formule de Jacobi 

le met également en évidence, car on en tire 



2il^i^x-M'«-i)« 



a» 



le dernier terme correspondant à /> = - ou p ^ !LZl , suivant 
que /i est pair ou impair; nugce analyticœt , 
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En vous sonhuiani on boni et hemeiix vojmge dans Tolre patrie 
chérie el toos priant à roccasion, et si vous le jugea eonTenable, 
de me rappeler an bon sonvenir de M. Bierens de Haan, de 
M. Bakhajaeni je reste, mon cher ami, Totre bien affeetuense- 
ment dévoué. 



313. - STiELTJSS A BERMiTB. 

^ M jvilfel- 1891* 



Ona BfoHsnBUBi 

J*ai appris avec peine que voua aves été éprouvé dans votre 
famille par des mabidies sérieuses; benreusement «pie tout est 
passé maintenant. Puisse le séjour à Barèges vous procurer le 
repos nécessaire. 

Je ne trouve rien de plus naturelf en donnant les développe- 
ments en séries 

..|[.*(i)W...]. 

K'a l!^log/|V+ série enUèn. 

que d*en déduire, comme vous le faites, les théorèmes de M. Fuchs, 
indiquant la manière dont se comporte K. lorsque k^ décrit un 
contour fermé autour des points critiques o, i. Ainsi, ces déve- 
loppements en série (le second est dû à Legendre d'après Elnneper) 
contiennent les théorèmes de Fuchs, mais, si je peux m*ezprimer 
ainsi, ils contienneni plus que cela. Au point de vue de la doc- 
trine, il semble qu'il doit être plus facile d'obtenir les théorèmes 
de Fuchs que les développements en séries, c'est aussi ce qui 
résulte des démonstrations de Lagneire et de Goursat que vous 
donnes dans voire G>urs. 

J'étudie ces jours-ci votre article sur la Iransformation des 
fonctions elliptiques dans le Bulletin de Palerme (*), mais, pour 
le moment, je n'ai pas encore suffisamment réfléchi sur ce sujet. 

J'ai généralisé ainsi l'analjse de ma dernière lettre : n étant 

(0 iV^»«s <Cff tfifllMft. -- rWr I. V dM iliiNri^Mll (1890). 
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entier posiu7| Tëquation différentielle 

(i) (jr«— i)^— a(n-hit — i)a7'-hn(n-h3i* — 1)>^ — o 

admet comme intégrale le polynôme 

On rencontre ce polynôme en cherchant la dérivée d'ordre n 
de(i-.x*)-* 

J^étudie maintenant la seconde solution de (i) 

(4) Q..p.y(£z^rf,. 

Pour réduire l'intégrale 

je décompose en fractions simples 

Les racines a, ^, ..., X de P^sso sont des racines simples et 
Pff(d: i) ^ o. En posant ^ = a + A* • m î' vient 

(«« — !)• (««-!)• fana P;(«)l 

mais| d'après (i), 

P;(«) a(nH-A'-i)« 

Pî(î)" «•-« ' 
donc 

Je remarque l'identité 

X — a ^ ' L (* — «)■ X — a J 
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ee qui me conduit à écrire au lita de (S) 

muldplianl par («*— i)**^ ds ei int^nnt, il rient 

En introduisant donc nne constante 
(7) A«,^.(,it-,)2<^=^ 

et nn poljnome dn degré n — i 

il rient 

(9) Q»(*) - -^ PM{»)f(^- i)*-i^-.(*«^ I)» R.(»), 

ce qui est bien Texpression la plus simple et la plas ezpKcite de 
la seconde intégrale» Il reste à désirer seulement une méthode 
simple pour obtenir le poljnome R«(') dont les coefficients 
doivent être rationnels en k. Biais cela parait asses difficile. 

Je remarque en ce moment que, pour X* = — n, Pji diff^seule- 
ment par un facteur constant de X^; ainsi, dans ce cas, Qji doit 
être (& un facteur constant près) la fonction spbérique de seconde 
espèce. La formule (9) donne alors une nouvelle expression de 
cette fonction. 

J'aurais voulu offrir à vous et à M. Picard la première partie de 
mon article sur la théorie des nombres qui a paru. Mais je n*ai 
point de tirages à part et je ne les aurai peut-être que lorsque 
toute la partie élémentaire (résidus et fornfes quadratiques) sera 
terminée. 

J^éludie beaucoup, non seulement la théorie des nombres, mais 
les fonctions modulaires, fonctions fuchsiennes; tons ces sujets, 
vous le saves, sont intimement liés et j*espère que je trouverai 
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quelque chose ou, du inoinsi à exposer simplement ce qu'on sait 
dëjà. 

Veuilles bien me croire toujours votre très dévoué. 



814. - STIELTJES A UERMITE. 

Toulouse» 37 nOTembrc 1891, 
Cher Mohsicur, 

Voilà bien longtemps que je n'ai point eu des nouvelles de vous 
et des vôtres, et c'est dans l'espoir d'en recevoir de bonnes que 
je vous donnerai les miennes. J'ai passé, avec ma famille, de 
bonnes vacances en Hollande, et nous sommes revenus vers le 
milieu d'octobre en traversant Paris seulement. Mais, si le séjour 
a été agréable, je n'ai guère travaillé. On m'a dit pourtant de ne 
point regretter le temps ainsi perdu, et je dois reconnaître moi- 
même que, si je n'ai pas travaillé, je suis revenu, du moins, avec 
de bonnes dispositions pour le travail, tandis que j'étais très 
fatigué au mois d'aoât. 

J*ai donc repris mon cours, mon travail sur la théorie des 
nombres et je pense aussi aux nombres premiers. Sur ce dernier 
sujet; il me faudra bien prendre une décision d'ici peu de temps. 
Si je rédige seulement ce que je sais en ce moment, cela consti- 
tuerait bien un progrès (la loi du logarithme intégral se trouvant 
démontrée); mais, d'autre part, je n'aurais pas répondu à la partie 
du programme qui concerne la fonction 2^. 

Permettez-moi d'indiquer une application que j'ai faite d'un 
théorème de Laplace à la théorie de la fonction T. 

Vous avec appliqué souvent le théorème dont je parle, mais, 
pour mon but, j'en modifie un' peu l'énoncé en l'exprimant ainsi : 

(A) lim v^ r* /(!?)?(«)- </ar«l/î /(^)- 

ma* J^ r ■ 

Je suppose ici que f (jr) jreste positif < i et atteint son maximum 
f(fr)ss+i seulement pour âr=:fr, undis que dans le voisinage 
de ^r = fr,.pour des valeurs suffisamment petites de f, on a 
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a étant one constante poaitive, t nae fonction de i qû Icnd irert 
wtro avec I. 

Si l'on ajonte encore la condition qne 



/y 



»yd» 



a one iraleiir finie pour une certaine Talenr poaitive de ^y et «fue 
la valeur absolue de 

reste inférieure à un nombre fixe M {q étant un nombre positif 
convenablement choisi) et que 

l«a/(* H- *)=/(*) (A-o). 

alors on peut démontrer d'une façon absolument rigoureuse la 
relation (A). 
Vous Yojei ^'on aura ordinairement 

en sorte que la limite est aussi 



v/^/(*). 



ce qui est l'expression de La|dace* 

Danslecasf(jp)ssdpe*''onaei= if 6ssi 

(B) lia ^ f^/(M}s»ë^^dMw»/^/{t). 

Soit maintenant 

r(n) = rm^ê^d», 
•/g 

r(«^i)«nr(n); 

si l'équation r(a) = o avait une racine « + ^1 (nécessairement 
imaginaire), die en aurait une infinité a + m + ^1 (m étant un 
entier quelconque). On aurait ainsi 

/*jiP«u.»-i^-«cos(piogjr) Ar » o, 
f ««M»->#-«siA(piogjr)Arso, 
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OU, remplaçant x par mx^ 

En multipliant par . (^logm) et ajoutant 

/ ar«-*-""-> e-*"* cos( ^ logr) d!r s o, 
donc aussi, en multipliant par ^me^j 

Or cela est impossible, car, d'après le théorème (B),.le premier 
membre tend, pour m = 00, vers la valeur positive ^âïc. 

lhncT{a) ne s'annule pour aucune valeur Jinie de a^ |»r^ est 
holomorphe. 

Veuillez bien agréer, cher Monsieur, avec mes meilleurs vœux 
pour votre santé et celle des vôtres, la nouvelle expression de mon 
dévoûment. 

/'.-5. — Si la fonction ^(x) atteignait plusieurs fois {k fois) sa 
valeur maximum 4- 1 et si 

,p(6/-4-/)=l-«/l«(l^t/) (/«l,2, ...,A), 

on aurait, au lieu de (A), 

à 

lim v^ r*/(ar)o(a?)'-rfa? = |/;yA^\ 

Pour k fini, cela est bien démontré, mais pour Ar = 00 l'exacti- 
tude n'est pas démontrée. J'ai vérifié, toutefois, la formule dans un 
tel cas en remarquant que 



/%in«-r€— ito = . . ../:'''\i^''\ 



tf(a«-H a«)(a«H. 4*). ..[«*-♦- (a»)M 

Si o(x) = sin*^, 01=1, en multipliant par ^/z» la limite est 
bien 
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SIS. — HBBMiTE A STtBLTJSS. 

Puis. 3« HWfcM !%■• 

Mov on» AmIi 

Je n*ai avcone idée det mojeiis «{ueTOosemplojes pour obtenir 
eelte l>elle relation 

dont les applications qne tous m'avei indiquées montrent Tim- 
portance. Vous publierei, j'espère, un mémoire dans lequel je 
pourrai connaître par quelle voie vous pénétres audacieusement et 
si heureusement dans le mystère de l'infini, et J4B me réserve 
d'appeler votre attention sur des questions de même nature qui se 
rapportent k rArithmétique. 

En ce moment, je m'empresse de vous lairê savoir que le terme 
régiementairp^poui^ la ddture du cbncoursm'u prix de T Académie 
des Sciences est lé mois de juin de Tannée prochaine, mais que 
vous pouves parfaitement, après avoir envoyé un mémoire, 
adresser un supplément pourvu qu'il parvienne au secrétariat de 
l'Institut avant le mois de novembre. Vous avez, par conséquent, 
du temps devant vous et, si l'Académie ne recevait aucune pièce, 
ou, du moins, aucun travail ayant une valeur suffisante, je croîs 
pouvoir vous assurer que l'espérance d'obtenir un mémoire de 
vous déciderait ^la Commission & remettre une seconde fois la 
même question au concours. Les eaux de Barèges m'ont peu 
réussi, je suis arrivé en Lorraine mal disposé pour le travail et, 
pendant les deux mois que j'y suis resté, je n'ai pu faire grand'* 
chose. Il m'a fallu cependant faire effort pour répondre & une 
demande de M. Craig, qui veut un article pour son Journal, et 

j'avais préparé une étude. de l'intégrale J= / sin'xf (jr) Jx, 

dont je TOUS parlerai une autre fois. Mais le dernier numéro du 
Bulletin de M. Darboux m'a donné une autre direction, en me 
faisant connaître une forme intéressante de l'intégrale de l'équa- 
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tjôn , ■ + ^—Ji^ = o obtenue par M. Aslor. Si Ton pose 

F(*)=:(ar — tf)(ar — A)(a? — cXj? — rf) 

cette intégrale est 

(I) •A(a-X)(a-.|i)H./D(6-X)(6-|i)-4-/C(c-X)(c-,i)«o, 

A| B| C étant des constantes liées par la condition 

A(a — 6)(rt — c)(a — €/) 
^- B(6 — a)(6 — c)(^ — €/) -♦- C(i: — a)(c — 6)(c — rf) « o 

et dans le cas de F(x) = (x — a)(x — b)(x — c) 

A(a — 6)(a — c)-hB(6 — tf)(^r^c)^C(c — a)(c — 6)»o(«). 

La vérification est alors bien facile; qu*on prenne a = o, 6 = 1 
c = j; > puis X =: sn* jr, {A = sn*^, l'équation (1) devieht 

(a) ^ êUx %njr -4- /b enop cnjr -h -- /C dr x tln^ » o 

avec 

(3) AA«—BA«X'*-4-CX'««o. 

Rapprochons (a) de la relation connue 

X-** »nx sn^ -*- dn(ap -h^) en * cn^ — cn(ap 4-^) dn jp dn^ «= o. 

Vous vojrei qu'en posant 

. /ÏÏ dn(ar-h>^) « 4 /C _ cn(;r-4-^) 
V X^ TS • r«V A Fï"^' 

c'est-A-dire 

la condition (3), ou bien 

' — a--^aTî"'^' 



. (■) JVotê manuteritê d€ Siieitjêi. — Voir DarsouYi .iUpoiu «i.r /a théorie 
géméroU do$ $ur/ae€$, 1. 1» p« i4s-*i43» 
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" PT^-*: Fî-^*'*- 

qui est identiqiie. 

En passant an cas générait 3 esl nécessaire, si l'on vent encore 
s'aflranchir des radicans, de recourir i la transformation da second 
ordre. J'emploierai, dans ce- but, la formule suivante, qui se dé* 
montre aisément, 

r . M i-f-*sa«fjf^l— ^ 

(4) ..[.(.^^Ki^] . ; M ; 

■• •■ I— itsa*fjr-»-ft— -j 

on a, en effet (Gatuct, An efemeHtoijr ireaiise, etc., p. 7$), 
/ ^ .K'\ I (i + l-)Badr^tcajriladr 

puis, par le changement de dP en — jr, 
Remarquant ensuite que i 

"(*-*t)° ^ ' 

on obtient 

et, par conséquent. 

On conclut de 11, en divisant memlire à membre, 
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C'est l'une des relations du table*, u que j'ai donné autrefois 
{Comptes rendus j t. LX, la octobre i863). Ce point éubli, 
voici les conséquences de la formule (3). Soit, pour abréger, 

/=Y^^» •••> \=si{\'^ k)lx — "r-)> ce qui permet d'écrire 

sous la forme la plus simple 

•n(ç, I) a — I r— f 

"^ ' I — Arsn^x 
on tire de là 

I -♦- sii(f , I) «3 1; 3 — j- » I — sii((, /) «s r — — - , 

Voici, par suite, ce que devient la relation (i). Prenons a=: 1, 
6 = — I, c=s y* rfas— y, et soit X = sn(Ç, /), 1* = sn(Ç, /), où 

y jf on obtient, suppression faite d'un 

facteur, 

k^ %nx %ny -^ ^ -\- j^ -rç^ctkxcny^o 

et l'on trouve pour la condition entre les constantes A, B| C 

/^A — B) — C = o. 
Maintenant il suffit de comparer avec la relation 

dn(4r -^y)%nx %ny -4- cn(* -H^) « cnxcn^ .... 

C'est un fait important dans la théorie de la transformation que 
les iiumérateurs de 1 ii= snÇ, 1 db /sn^ soient des carrés de fonc- 
tions holomorphes, mais il faut finir. 

Quel dommage, mon cher ami, que je n'aie pu vous voir et vous 
avoir à diner chez nous avec M"** Stieltjes et vos enfants I 

Croye>-moi toujours votre bien affectueusement dévoué. 

S16. — STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 9 décembre 1891. 
Cher Mousieud, 

Je vous dois mille remerctments pour les informations concer- 
nant le prix de l'Académie. La possibilité d'envoyer encore après 
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te mois de juin un supplément ponmit bien avoir une gmnde 
influence sur le parti «pie je vais prendre. 

J'ai vu avec beaucoup d'intérêt votre vérification de la formule 
de M. Astor, dans le cas général. En effet, la transformation du 
second ordre vous permet d'éviter un calcul long et ennujen^. De 
cette façon, les radicaux disparaissent comme par enicbantement 
dans un facteur dont on peut faire abstraction. 

Dans le cas où F(^) est du troisième degré, M. Daiboux donne, 
sans aucune indication, une formule identique, «pie j'avais vérifiée 
dans le temps, à peu près comme vous ((leçons sur la Théorie 
des sur/aces, t. I, p. i4a-i43). Je n'ai pas vu encore l'article de 
M. Aslor. 

Ma formule 

J« •SjT V(*) f^(*) dx « ^/(*) 

est de très bumble et modeste extraction. En appliquant la mé<« 
ûiode de Laplace {Théorie analytique des Probabilités)^ on 
obtient comme valeur approchée de 

jfV(»)T-(»)*^t 

dans le cas où m est excessivement grand, Texpression 



\r 



Pour préciser l'énpnçé, je n'ai fait que multiplier par ^m et 
ensuite j'ai pu indiquer avec plus d'exactitude les bjpodièses qu'il 
faut faire sur ff{œ) ti/(x) pour que le théorème soit à l'abri de 
toute objection* 

Vous vous rappdies peul-étre te théorème de M. Tchobjcheff 
sur le signe de l'expression 

y^et f étant des fonctions qui varient constamment dans un sens 
dans l'intervalle (a, 6). 
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Voie! une généralisation. Soît 

où /{x) est une fonction qui vcu'ie ioujours dans un sens, 
i({x) une fonction qui reste positive, tandis que le rapport Vf^ \ 
varie aussi toujours dans un sens. Cela étant, on a 

lorsque /et | sont toutes les deux croissantes ou toutes les deux 
décroissantes et 

lorsque Tune de ces fonctions est croissante etTautre décroissante. 
Pour ^(x) = I, on retombe sur le ihéorème de M. TchebjcheflT. 
Voici ma démonstration. On a 

(0 f A')H^)dx^f{\)J ^{x)dx (a<{<6). 

Substituons cetle valeur dans Texpression ^; on peut mettre en 
facteur l'intégrale j ^(x)dx et il vient 

(a) C«/ ^{x)d»J [Ax)^/(i)]ff(x)dx. 

Or, d'après (1), 

le second facteur au second membre de (a) peut donc s'écrire 

/ f/(*) -/(?)][?(*) -C+(*)] «te, 
C élant une coAstantc quelconque. Prenons C =: ^rrr» on aura 

■ <.-^%(,)ctr^%(.)(/(,)-/(5)][|gi - II] -ir. 

. Or, si les deux fonctions /et i varient dans le même sens 
II. i3 
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/(x) — /(Ç) ^ Î(S"^ ^ ^^ toojonw le même signe, *el sî cei 

deux fonctions varient en sens inTerse/(j:) — /(|l) et ïi^ — |i|i 

amont toujonTs signe contraire. D'où la proposition énoncée. Je 
crois qu'on doit attribuer cette proposition|[à M. Jensen. En effet, 
dans le Bulletin de Darbonx (juin 1888) il 7 a une Note : Sur 
une généralisation d'une formule Je M. Tehebycheff, par 
M. Jensen, qui commence ainsi : 

« Soient ifi, Us..»; f^n Ps-..; cP|, fVj..., trois suites de gran- 
deurs positives, et teUes que l'on ait 

«i^iitâara^.. et ii> Jl >ii >..., 
on aura toujours 

m m 

Suit la démonstration. Ainsi, si [/(^), tf], [f (^)» c^]» [f (')» H 
sont trois fonctions positives teHes que f{s) et Vnp^ soient 
constamment décroissantes, on a 

f f(»Ms)dm f /(*)♦(»)!& 

P > Jl — • 

. J f(M)dM J t(jr)i£r 

Vous voyex, par ma démonstration, qu'on peut élargir ^n peu 
les conditions imposées ici aux fonctions /, f et <{». Mais j'abuse 
de votre temps et il faut finir. Veuillei bien me croire toujours 
votre très dévoué. ' 

817. — BEMiiTE A STiELTJES. 

Pwi», 4 dié c ci hw iSy. 
MoH casa Ami, 

Je suis bien confus, hnmilié et tris repentant de m'étre si mal 
souvenu de la formule de Laplace, que je n'ai point vu, comme je 
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l'aurais dû, la provenance de votre résultat. Mais, au risque de 
tomber dans l'impénitence finale, je vous avouerai que la relation 
qui me semble extrêmement intéressante 

lim/;;; r*/(a?)y»(ar)ilra|/;fy'^^ 

m'échappe entièrement. Il n'en est pas de même, grâce & votre 
excellente démonstration, de la formule par laquelle vous généra- 
lises le théorème de TchebychelT, et vous pouves compter qu'elle ^ 
figurera dans mon Cours si j'en fais un jour une nouvelle édition* 

Maintenant, un mot sur l'équation de M. Astor : 

I 

, •A(a-X)(a-|A)H./B(6-.X)(6-.H)-*-/G(c-X)(c-H)-o. . 

I 

En posant 

X-A(a-X)(a-H). Y = B(^ -• X)(6 - |a), Z « C(c - XXc - |i), 

elle devient y/X -4- ^ + \/Z = o et, par suite, sous forme ration« 
nelle, 

(1) X«4-Y«^Z« — aYZ — aZX — aXY = o. 

On voit qu'elle est du second degré en X et |a, symétrique par 
rapport & ces deux quantités, de sorte qu'elle donne la relation 



dk 






/F(X) •FOI) 

où F(X) est le discriminant de l'équation quadratique en (a. Cela 
étant, je remarque qu'en faisant X = a^ fr, c l'équation (1) se réduit 
à un carré parfait; F(X) contient donc les facteurs X — a^\ — 6, 
X — c. 

J'exprime qu'il en est de mémo pour X = </, en calculant le 
discriminant de (1) quand oh prend X = A(a~- cf)(a«-|4.), 
Y=sB(6 — €/)(6-pi), Z=:C(c-rf)(c-jA). 

Ce discriminant s'obtient au moyen de la forme adjointe de (i), 

qui est 

îi(YZh-ZX-hXY),- 

lorsqu'on met| au lieu de X, Y, Z, les déterminants fournis par la 
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jnâtrice: B(5«->4C)^t — B(5— 4I) en tappriouoii 

la première, la deuxièafte et la troisièine ligne. 

On a ainsi 

X»BG<5~e)(5— il)(0*.iOi 
Y » GA (0 — '«) (e -:- d)ia -^d). 
ZaAB(ii — 5)(«-i0(^ — ^) 

et en divisant par ADC(a — d)(b — d)(e — if ), on tnmTe Uen la 
condition de M. Astor. 

Toiui iauê devoUiêimui^ 

P.^S. <— Je vais écrire mon article d'exportation avec des re* 
marques sur les formules pour la transformation du second ordre ; 
plus laborU quam artUt 

818. — STiSLTJSS A BERMtTS. 

^ ' ■ - - 

T«alo«se, 6 déceakn iSsi* 

CBEa_ MoHsiBua, 
Donc, d'après votre lettre, si l'on a h forme quadratique 

•.••■'■ ' • • • ' 

11 

et la forme adjointe 

• II. •• • • 

M qhe l'on substitue dans F 

le discriminant de la forme quadratique des jr$ ainsi obtenu, seni 

• • • • 

en posant ^ ^ 



•«« ••• ••• ••• ••••■ 



* * * 
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Je ne connaissais pas celte proposition et je suis Lien aise que 
vous me Tajez fait connaître. , 

J'ai fabriqué une démonstration pour mon usage personnel et 
j'ai goûté beaucoup l'application que vous faites de cette proposi- 
tion. Le calcul devient ainsi extrêmement simple et élégant. On 
aurait pu laisser x au lieu de e/, on voit alors que 

F(jp)=— 4ABG(a — jr)(6 — ar)(c — jr)[A(a — 6)(a — c)(a — ap)-4-..0, 

mais c'est une modification qui n'a rien d'essentiel. . 
Voici une nouvelle démonstration de la relation 

B(«,6)- r(^^^)- 

J'ai essayé d'éviter la réversion de l'ordre des intégrations dans une 
intégrale double, dans le cas où les limites sont infinies, opération, 
toujours sujette & caution. Soit 



f^(x,a)iB i u*-^tr^du^ i «•u^-^tr^^du (*>o, a> 



o) 



àx 



En remplaçant a par 6 . . . , il vient 
ç(^,a)iî^> H.^x,6)iîgL2) «y ^||«-t^.||*-t):r-i^I«-^t-^•>rfll; 
Or| on a * 

T- ?[*(* -^ «)» « -♦- H - «^'*^U» -♦- «)«-^«-**'-^»\ 

0X 

en sorte qu'on peut écrire 

d'où, en iatëgranl entre tes limites o,«, 

ê 

» 
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En laisAiit croître X indéfiminait, jVu eandui la relation 
cherdiée \ 

r<*)r(5)-r{*4-*)y —^jfj^rf». 

Mais je vois qao la dëmonstralioii ordinairei telle que vous la 
donnes dans votre GourSy ne prête point à nne objection sérîense* 

Car les fonctions sous le signe. /^j ne changeant point de signe, 

il ne peut pas ezistjer de doute sérieux sur la légitimité d'une 
réversion de Tordre des intégrations. Ce qui précède, il ne faut le 
considérer que comme un jeu d'esfMÎt. 

D'après certaines biographies, Legendre doit être né à 7Wt- 
louse, du moins c*est ce que je crojais et M. Baillaud également* 
Cependant, en d'autres endroits-, on dit, et j'ai trouvé cela copié 
dans mes Notes, que Legendre serait né le 1 8 septembre 175a à 
Paris. Où est la vérité? J'ai vainement cherché ici à la biUio» 
théque quelque notice ou biographie sur sa vie. Si, par hasard, 
vous pouvies donner quelque lumière sur cette question, je vous 
serais bien reconnaissant de vouloir bien indiquer l'endroit où l'on 
trouve quelque renseignement. — Si j'abuse de votre bonté vous 
voudres bien le pardonner encore une fois à votre très dévoué. 



819. — BBBMiTB A STIBLTJBS. 

Paris, s déecaihre 1891. 



Mov cnsa Ami, 
Considérei la substitution x = 



(X,Y,Z),etsoiten 



h h' V 

désignant par /( jp, y^ js) nne forme quadratique ternaire : 

/(4r.jr,s)«F(X,Y.Z). 
Entre les formes adjointes ^(x, ^, s) et G(X, Y, Z), on aura, au 
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moyen de la subsiilulion adjointe, 

A. V A* 

B B' B' (X, Y,Z), 

c c cr 

la relation correspondante ff{Xjy^s) = G{\jY/L)^ les quan- 
tités A, B, Cy . . • étant les dérivées du déterminant par rapport 
a a, fr, e, . . . . Soit maintenant X = o, Y = o, Z =?i , on en con- 
clut g{A!'f Wj (7) = G(o, o, 1), où le second membre est le déter- 
minant de la forme F(xy y^ o). 

Consultez d'ailleurs les Disquisitiones arithmeticœ. Digressio 
coniinens iractatum de/ormis ternariis. 

Votre démonstration du théorème B(a, b) = J. ^,^ m*a tout 

à fait charmé et, encore que vous la jugiez un ludicruni analy-- 
ticum, je vous promets bien qu'elle fera le sujet d'une de mes 
Leçons. En la lisant, je me suis rappelé des tentatives sans succès 
que j'ai faites autrefois pour obtenir la déri\éc de la fonction 

P(a) = / ^''"•«■"•'rfr. Je suis sûr que si la question vous tentait 

vous réussiriez là où j'ai complètement échoué. 

M. Élie de Beaumont a prononcé, comme Secrétaire perpétuel, 
à la séance publique de l'Académie des Sciences en i858 ou 1859 
l'éloge de Legcndre. Permettez-moi de vous engager à le lire dans 
les Mémoires de l'Académie, vous y trouverez une étude intércs- 
sanic et détaillée de la vie du grand géomètre, et sans doute les 
renseignements que vous désirez sur son lieu de naissance. Je dois 
aussi vous dire que j'ai recueilli de la bouche de M. Terquem, qui 
était très érudil, qu'une circonstance mystérieuse planait sur celte 
naissance et qu'il avait lieu de penser qu'il en était de Legendrc 
comme de d'Alcmbert. 

De M. Duhamel, je tiens ce fait extrêmement honorable que 
Legendre étant sous l'Empire examinateur de sortie a l'École 
Polytechnique a reçu du gouverneur de l'École, M. de Cessac, 
Tavis de ne point porter sur sa liste de classement le nom d'un 
élève qu'il lui faisait connaître, et qu'en arrivant à la séance du 
Conseil où devait être arrêtée cette liste, Legendrc commençant 
la lecture s'était arrête subitement, laissant toute l'assistance dans 
l'étonnement. Et, après une attente suffisante, il déclara d'un ton 
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froid et absolu qu'il n'init pas plus loin, M. le Goaveraear lui 
«ajani bit défense de porter sur son classement .le nom de rélère 
auquel fl s'était arrêté. « Je ne le nommerai point, ni lui ni aucun 
de ceux qui suivent. » Et force a été de laisser sur la liste l'élève 
que le gouvernement de l'Empereur voulait exclure. 
' En vous félicitant de votre titre de correspondant de l'Académie 
des Sciences d'Amsterdam, et en vous reprochant de m'en avmr 
laissé faire la découverte, je vous renouvelle, mon cher Ami, 
l'assurance de toute mon affection. 



820. — STiELTJES A BSBMJTS. 

TMloate, 17 ééctailiffS ityt. 
Cnxa Movsnnrâ, 

J'ai lu avec le plus grand intérêt l'éloge de Legendre par Êlie 
de Beaumont. Mais il.ne dit pas oà est né Legendre ; voici comment 
il s'exprime : 

• « Adrien-Marie Legendre naquit, le 18 septembre 1762, dan^ 
une situation qui lui laisse la gloire de devoir à son propre mérite 
tout ce qu'il pourrait être un jour. Il termina, de bonne heure, au 
G>Uèg8 rJazarin, des études classiques très' solides a.... ' Les 
biographes qui disent qu'il est né à Pàiis, l'ont conclu peutrêtre un 
peu prématurément de la circonstance qu'il fit ses études au G>llège 
Mazarin et, d'après ce que vous m'écrivei, il semble presque que son 
lieu de naissance n'est pas connu. On va fiiire ici des recherches 
dans les registres des paroisses; M. Rosehach, l'archiviste de la 
ville et grand érudit, va nous aider dans cette recherche. Ce ne 
sera peut-être pas très facile, car M. Rosehach dit qu^il règne un 
grand désordre dans ces registres (*). Voici maintenant pourquoi 
cette question nous intéresse. M. Baillaud a pensé qu'on pourrait, 
après la publication des œuvres de Fourier, Abel, Jacobi, faire la 
même chose pour Legendre. Dans le cas où Legendre serait né à 



{*)U. Tkittlct, aidUvistc de U Seiae, a cMBMwiqaé A U. B. Cailailkac restraU 
■oivant des actes de l'Eut civil lecoastitnét de Paria. Paroisse de Boaae-No«vclle* 
L'an 1759, le 18 septembie, a été baptisé Adriea-Marie, aé de ce jour» fils légitiaw 
d*Adrîen Legeodre, domestiqae, demeimat ne de Cléry, et de Marie-Aaae 
Charlotte RiCaa soa époose (Noté de ia Béd.). 
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Toulouse, îi espérait bien pouvoir obtenir de la municipalité un 
^ubside. 

Je considère le volume V compris à l'intérieur d'une surface 
fermée S 
(I) y^ÇJJdxdyd», 

on peut exprimer V aussi par une intégrale de surface 

(a) \^ f f zdxdy 

étendue sur la surface extérieure* Si l'on introduit de nouvelles 
variables u, v^ ir, on a 

y^r f r^ifLj:iidud.d^. 

à(T,y,9) _ d:9 à{x, y) ^ dz à(x,y) ^ à» àjx.y) 
au &V dw 

x^ÈiEill n^tiEjJl c^tifLZl. 

àip^w) d{w^u) à{u^v) 

On voit facilement que 

<>A <>B dC _ 
5Ï ■*" d? ■*" 5;? " ^' 
donc aussi 

l'intégrale étant étendue à l'intérieur d'une surface S' par rapport 
aux axes Ou, Ot', O(i') S^ étant la transformée de S. Par le pro* 
cédé connu on en conclut aussi 

ym^ Ç Çz(kd9dw'^lïdwdu'^Qdttd9), 

c'estri-dire on a exprimé V par une intégrale de surface étendue 
surS' 

. J J là(p,w) à(w,u) à(u,9) J 
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. C'est donc là ce que dcfienl Piiitégnle de 8ar&ce 

(•) ^"-//•^<^' 

par rintrodaction des irariàbles ii, i^, cp. Ce lésului parlicttlier m*a 
engagé à considérer la question suivante : 

Éiani donnée une intégrale de sur/aee queUonqujB 

étendue sur une surjoce S 

je suppose qu'ion introduit de nouf^Ues variables 

* «/[«•*!«'). J^ «/•(»• •'.•') Ji«/t(«,P.iP). 

£a sur/ace S j« transformera en une sur/ace S'y /Mrr rapport 
aux axes Ou^Ov, Ow et l'intégrale I s* exprime par Vinîé^ 
grale suivante^ étendue sur la sur/ace S\ 

(A) f f T(,,y,M)d»dy 

Dans le cas particulier où la suHace S correspond à une valeur 
constante de w^ iv == c, il est clair que la surface S' se réduit k une 
certaine partie du plan fps=c et €/fP = o. L'intégrale de surface 
au second membre de (A) se réduit alors à une intégrale douUe 
ordinaire et l'on retrouve la formule connue 

[PicASDi Traité d* Analyse^ p. lia, ii3| formules (9) et (la).] 
La déduction de cette formule (A) n'olFre aucune difficulté et 
tout géomètre déduira cette formule dès qu'il en aura besoin. Si 
j'ai cru pouvoir vous en parler, c'est que je ne l'ai rencontrée nulle 
part. Si l'on substitue au lieu de a sa valeur js = f (jr, y)^ l'intégrale 
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de surface f fV{XjyjZ)€bp<ty devient une intégrale double 
ordinaire f jFdxdy étendue sur le domaine (D). En posant 





maintenant 






on peut prendre il et ç comme variables indépendantes tandis que tv 
est une fonction de i/ et de c en vertu de la relation/, = ^(/,/i) 
et ii est clair que la représentation géométrique de celte fonction (v 
de II et de t; donnera précisément la surface S' transformée de S. 
On a donc 



au du d%v Ou 

iHtsx^^^ — 
du au dw du ' 



^ Et El. — 
àp dp dvp dp* 

dp dp dw dp 



dx dx 

du dp 

^ è: 

du dp' 



àif.fi) , à(/,/0 diP d(/,A) ^ 

d{u,p) d(tVfP) du d{u,iP) dP 

^ Haf, y) d(T, y) dw d(T, y) dw ^ 

d{u^p) d(PfW) du d(w,u) dp 



J J(», -^ J JiV') là{u,P) d{y,w) du d{w,u)dP\ 

Soit dv un élément de la surface S', oc, ^^ y '^^ angles que fait la 
normale avec les axes Ou, Ot^, Oiv\ on a 

i/«cosY» dudpp 

û . dw ^ dvp , . . 

cos«:cosp:cosY «- 35 • - -JT • '» 
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Or, au second membre, on a précisément Tintégrale de snrfare 

J*éUidie avec le pins grand intérêt et profit le premier voIuim 
dn beau Traité d* Analyse de.M*. Picard. Ne s'est-il pas glissé on 
petit lapsus page 190 dans ce passage : 

« Faisons encore la remarque importante «pie la densité p d'une 
couche sans action sur un point intérieur ne peut s'annuler en 
aucun point de la surface convexe S. Cest ce que montre l'équa- 
tion fonctionnelle de M. Robin. ... » . 

L& proposition est vraie, même sans supposer que la surface soit 
convexe, mais eUe semble demander une démonstration toute 
djflTérente. Je ne vois en aucune façon comment on peut la conclure 
de la formule invoquée. 

Veuille! bien agréer,' cher Monsieur, la nouvelle'assurance de 
mon dévouement bien sincère. 



831. — STIELTJSS A HEEMtTE. 

Toatoa t , 17 iMwihii fSsi. 
CoBE MoHsunym, . 

Je dois faire amende honorable, j'ai mal compris le passage cité 
dnTraitédeM.Picaid. 

C'est un théorème connu, qœ, si l'on distribue de l'électricité 
positive sur un conducteur, soustrait à une influence extérienre, 
la distribution de l'électricité sur la surface est telle que partout 
la densité supeificielle p est positive ou; plus- précisément, p n'est 
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jamais négatif. Cela découle immédiatemcni de la formule 



3o5 



p s»— - 



4ic "Sri 



(PlCAKD» p. 180 )• 



Mais M. Picard n^énonce pas celte proposition d'une façon cxpli- 
jcite. Elle reste vraie, que la surface soit convexe ou non. 

En lisant le passage cité, j'avais donc cru qu'il visait celle pro- 
position-là, mais je reconnais maintenant que M. Picard y suppose 
la proposition dont je viens de parler. Et il veut évidemment seu- 
lement la préciser encore, dans le cas particulier 011 la surface est 
convexe, en ajoutant qu'alors la densité ne peut pas même s'annuler 
en aucun point. 

Vous vojes donc d'où vient ma méprise ; en lisant, je croyais que 

Ja relation 

p>o 

n'était point connue encore, mais devait être démontrée, tandis 
qu'elle était supposée connue. On démontre seulement que le 
cas p = o même est impossible. 

Eq parlant de ce sujet, je ne résiste point au désir de vous sou- 




mettre une difficulté qui m'inquiète terriblement depuis un mois,. 
Peut-être que si M. Picard veut y faire attention un moment, il 
dissipera tous mes doutes. Il s'agit de l'attraction qu'exerce une 
-couche répandue sur une surface. Supposons que le point attiré 
sbit sur la surface même, et considérons la composante de l'attrac-' 
iion suivant une direction située dans le plan tangent. Suivant moi ^ 
cette composante n^a aucun sens, est tout afait indéterminée. Or^ 
M. Duhém, pour 'lequel j'ai la plus grande estime, veut dans ses 
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Leçons sur VÉleeirieité «jpie cette composanle ail vàib Valaur 
Gnie» Voyes, page 83, où cette fMroposition est énonoée netlemenl 
avec force détails sur la continuité de cette composante (f )• Mais 
je suppose que la surface S| de M. Duhem se réduise à un cercle 
de rayon R. La densité sera ss i , le point attiré au centre. J^exclos 
ce point par une petite courbe dont le rayon vecteur ss t, la corn* 
posante de l'attraction suivant Os est alors 



cesddi. 



- ^f ï^ p^u p rend r e pour i une fonction qadconque de I assa« 
jettie seulement à ces condîttooft 

•=/(•»•. /(o) •/(«)» 

et de devenir infiniment petite i la limite. Si je prends css const.| 
j'ai X = 0| mais supposons que je prenne c =s ce*^| c étani une 
constante infiniment petite, il vient 



-s: 



coéi»di8*«, 



et U est dair qu'on peut obtenir tel résultat qu'on voudra en cl 
géant la forme de la petite courbe autour de l'origine. Donc, sui- 
vant moi| X n'a aucun sens, et il me semble bien que cet eiemple 
remplit bien toutes les conditions de M. Dubem, car la courbure 
de ma surfrice est nulle, par conséquent finie. Du reste, M. Jordan 
aussi dans son Cours d^ Analyse, U II, p. ai a, dit : « Enfin, Ton 
reconti^Jt srjis peiné que, sur la surlace attirante, les intégrales X 
et Y sont indéterminées. » 

- Je ne vois donc pas moyen d'écbapper i la conclusion que les 
énoncés de M» Duhem doivent être rejetés, mais je viens jus* 
tement de faire l'expérience combien je suis sujet à me tromper, 
et je ne serai guère tranquille avant que la question n'ait été 
examinée de nouveau. 

Votre très dévoué. 
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8S2. -- HERMiTE A STIELTJES. 

Paris» 99 décembre 18g 1. 
Cher Amîj 

Voil& déjà quelques jours que j^auraîs di\ vous faire parvenir la 
réponse que je vous envoie de M. Picard aux dîflicultés qui sont 
en dehors de mon domaine ordinaire cl qui vous ont occupé sur 
les composantes de Tatlraction qu'exerce une couche de matière 
répandue sur une surface. En restant dans mon horizon restreint 
et borné aux fonctions elliptiques, j'ai un peu étendu mes précé- 
dentes recherches en considéranti au lieu des quantités a-f-snXi 
P -h cnx, Y + dnar, dans le c^s où toutes leurs racines sont doubles, 
les expressions suivantes : 

A -♦- Bcnâp-i-Gdojr, A-f>3snar H-Gda^r, 
A-hBsnjr -hCcnj*, A snjr-^Bcnor -t-Cdnjr. 

Elles contiennent une indéterminée qui subsiste, en les assujet- 
tissant i remplir la même condition, et voici les résultats auxqueU 
je suis parvenu, non sans un peu de travail. 

rfniadnior— A**cnaAcnftx— A:'*a ; , ^ \ . , tt — [ — -> 

(1 — k* fcn*a) (1 — it« 5n*.r ) 

a(cna snx dn;r — eoa dna cnr)* 
(1 — il* ên*a) (I — A* an* jr) 

(i — k^ sn^a) (1 — k* »ii*ar) 
du la da a^p — en -1 a CD stâT 

(1 — A'« ân*a) (1 — A** m^jp) 

IjSk démonstration est on ne peut plus facile ; les seconds membres 
ne contiennent en eflet que les quantités qui s'expriment immé- 
diatement par l'argument double, en x et en à, & savoir : 

asnxcnjpdny __ 1 k^^-h dnajr — k^ cnax 

T^TFsn^îT" "" •"*^' i-A:«sin»jr " apï ' 

sa» 4P dnir — cnitJ* sn*j? dnaa? — À-'cnaar — A:^» 

I — it«so*;r'* aïPî ' I — it«9n*;r ^ âï«ÎP5 *• 

cn*âfdn*x dnar-^-cnax sn'xdnSor 1 — cnix 



9 Z 1.« .^M. ' » f 



I — A:«»n** a i — k* tn^x 

8n»jfcn>jp i — dnag 
' î^k^Bu^x ■■ al» 
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Je ii*aî pu non plus renoncé i me servir de la truiilomution 

du second ordre; ainsi, en introdnisani le module Iss T^j^ el 

posant (i + k)xssl^ (i + it)a3s€^ je trouve sous une ferme plus 
simple • 

Soit ensuite, 

pn aura 
da(«,/)da(|,l)^ca(«.l)e.«.l) 

Pentrevois des applications de ces résultats, et je me réserve de 
vous en parler quand j*j aurai suffisamment réfléchi. 

En saisissant Toccasion du jour de Tan pour vous envoyer tous 
mes vœux ainsi qu'i M"** Stieltjes pour votre bonheur et celui de 
vos chers enfants, et vous renouvelant, mon cher ami, Tassurance 
de mon aflection bien sincère et bien dévouée. 

Le Mémoire de M. Astor où se trouve l'intégrale de l'équation 
d'Euler sous forme irrationnelle est intitulé : Sur quelques pro* 
priéeés du mouvemeni'd'un point matériel assujetti à rester 
sur une surface du second ordre, et a paru dans les Ânhtdes de 
V Enseignement supérieur de Grenoble, 1. 1, n* 2. 



SBS. — SriELTJES A HERMITB 

Toelomet 3i étetmhn iSyi. 
Gnâ MojisiBoa, 

, PermettesHnoi de vous eiprimer, i l'occasion du jour de l'an, 
mes meilleurs vœux pour la nouvelle année qui va commencer. 
' Puisso-t-ellè ne vous apporter que du bonheuri 

Je vais vous entretenir de quelques calculs que j'ai faits; puis- 
qu'il 7 entre les fonétions elliptiques, j'espère qu'ils trouveront 
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grâce à vos jeux. En posant 

(I) S«« / e-*»$nt^udu, 



et en intégrant par parties deux fois, on obtient une relation récur- 
rente entre S«.i, S^, S^^^, la voici : 

(a) [ar«-hn«(i4.A«)]S,,«:/i(/i — i)S^Hi-hA(/n-i)*«S«+t. 

f\i Cela suppose /i > i , mais la relation reste vraie, même pour n = i , 
i condition de remplacer alors n{n — i)Sff.i par l'unité. Soit 

_-5=__«,(«) 1,(0 -s.). 

alors la relation récuiTcnte ^s'écrit 

I 



^(n): 



a?«-4- n«(i -f- it«) — /i( A -h i)«(#t -♦- a)A««p(/i -ha)* 



On en déduit un développement en fraction continue de ?(/i), 
pn particulier pour n ss i , 2, 



?(•) -/**-^ 



«» an tt </ii 






«r«-h3«./- 



» ' "^ . « ' •♦ 

•^* a?«-4- a». / — ^ ^^ ^ i, 

//«i^At). 
J^obtiens des résultats analogues en posant 

Gj»a / e-^» tn" Il ctf M isfu, D^a» / e-'*sn*ttdnu</ii. 

Une intégration par parties donne 
dpG«siiDM.i—(n-hi)D«.Mi a?D«ss/iC*-i — (A-hi)*«C»^, 

(pour /i = o, il faut remplacer /iD^^i, /iCn.f par Tunité). 
Posons 

H. i4 

N 
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et| poarnsso» ■ 



X'*^— * — ' 






jr-H. 



• ^-^ 3 

*-♦- s; 



•• 



jr-4 : 



Let intégnles définies n'ont on sens qa*en supposani qne la 
partie réelle de jp soit positiTe. Mais en substiinant, an lien des 
fonctions elliptiques, leurs développements en séries périodiques, 
on reconnaît que ce sont des fonctions uniformes de « n'admettant 
qne des pdles simples, ainsi, par exemple, 

r _ . a« r %^ aK« ^ ^ 6K« 

et j'ai pu démontrer que la fraction continue 






repésente la fonction transcendante de jp, pour toute valeur 
réelle ou imaginaire de la variable. Il faut excepter seulement le 
cas où X serait purement imaginaire, il se p^ut qu'alors la frac* 
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lion conlinue ne soit pas convergente, je ne sais pas ce qui arrive. 
Si l'on se borne au cas où x est réel, il n'y a aucune difficulté et 
la convergence des fractions continues peut se dëduiix de la déduc- 
tion même que je viens d'indiquer. 

Autrefois j'ai donné une démonstration de ces formules, toute 
différente, dans les Annales de Toulouse. 

Je ne crois pas que je vous ai jamais parlé de l'algorithme sui- 
vant dont je me suis occupé déjà étant étudiant à Delft. En par- 
tant de deux nombres a et 6, je pose 



^« =" -:r^f-' 



ai-^bt . _ g] -4- M 



alors on voit facilement que a« et b^ tendent vers une limite M(a, b). 
Mais je n'ai éprouvé que des déboires en cherchant une expression 
analytique de M(ay b). Pour vous en donner une idée, je dirai qu'on 
peut construire une série 

i coefficients entiers 



^ ««=1, 


€fm « «m toujours, 


a|B— ai 


a» «6, 


«iï«3a. 


«•«-H a, 


«11 = 0, 


«If «5a, 


«•" 4, 


«u=4. 


a,|aiao. 


«7« O, 


«ii-i«, 


«tt«a7«i 


de manière qu'on ait 






. . M[/(;r)./(-:r)] 


»»• 



ainsi 

en déterminant x par 

La question serait ainsi ramenée & l'étude de cette fonction /(âr). 
Mais voici une circonstance fâcheuse : le rayon de convergence de 



Digitized by VjOOQIC 



la série ]^a««" se réduit à léro, ainsi j'ai vu s*éoroiiler loai eel 

échafaudage. Et cependant lorsque x est pelit fxss: ^ par exemple j 

on peut fort bien employer la série pour des calculs numériques, 
n me semble que cette transcendante M(<i,6) doit être d'une 
nature bien singulière, mais je ne sais pas si j*en saurai jamais 
quelque chose.* 

Veuilles bien me croire toujours TOtre très dévoué. 

P.^. .-. Je rouvre pour vous dire que je viens de recevoir 
votre lettre, llille remcfclments i M. Picard pour sa Note qui me 
met i Taise. 

SM. — BEBMITE A STiELTJES. 

^aritv i8Jaafisr 1891. 
MoH cun Ami, 

% Vos belles formules pour le développement en fractions conti- 
nues des intégrales T e^sn"! ilÇ, ••• m*ont frit le plus grand 

plaisir. Elles semblent montrer que les quantités qui ont une 
expression si él^ante ont leur place dans le cadre des fonctions 
analytiques et il 7 aura lieu sans doute d'en entreprendre l'étude. 
Mais en ce moment je ne lais d'autre étude que celle de mes pro- 
chaines leçons qui n'auront plus pour objet, à la demande de 
M. Picardi que les intégrales eulériennes et les fonctions ellip»* 
tiques. J'ai accepté avec empressement la diminution, éprouvant 
un peu d'ennui i répéter, depuis tant d'années, le théorème de 
M. Mittag-Leffler, les facteurs primaires, etc., et en pensant aux 
intégrales eulériennes, je viens de m'occuper des nombres de Ber- 
noulli. Permettei-moi de vous en dire quelques mots. 
Ayant posé 



e«— I % i.s a. 3. 4 



le premier point est d'obtenir les relations qui servent i leur 
calcul. Soit, & cet eflet, X une indéterminée ; j'observe que le second 
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membre peut se reprëscnler par rexponenlielle é^ en convenant 
(le remplacer les puissances \ X*^ X^, ..., par — -f o^ B|y o^ 
— Bsy . . •• Or le produit 

les relations cherchées se trouvent donc au moyen de ce chan- 
gement effectué dans Tégalité (). + i)'*— ^^=o ou si pour 

Cela étant, soit 

F(*) a A| JT -4- At««-t-. . •-♦- A^J?* J 

on aura de la même manière et plus généralement 

F(X^-i)-F(X) = A, 
on plutôt 

F(X4-i)-F(X)«r(o). 

Si Ton applique cette relation au polynôme F {a — i), on en tire 

F(X)-F{X-i)-r(-i) 
et, par suite, 

F(X H- 1) — F(X — I) « F'(o) -H F'(- 1), 

d'où, pour F(x)=sx^y l'égalité donnée dans mon cours. En 
employant F(x + a) au lieu de F(â?), on ti*ouve 

F(jr ^- a -h i) — F( j? -♦- a) =3 F'(a), 
puis| pour a =— -» 



p(..l)-K(.-l).p.(i) 



et dans le cas de F(x) == x^j après avoir multiplié par 2^, 
i-h4AtBi^4S/i4Bt4-...8 n, 

en supposant n pair. 

Tout cela est archi-connu, mais j'ai songé aux égalités données 
par M. Malmsten dans son Mémoire sur la formule sommatoire. 
Elles se tirent de 

1 I 1 B|dr Bjaf* ' 

#«— I- w % a a. 3.4 
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en potanl encore ' ^. ^^ è ~ *^f M>Qsies eonditinns 

X«.B|, X«-e, X*a«iB«. .... X«*«o, X«*-««fclîf54. 
Multipliant par e* — i , il vient en effet 

d*o& en identifiant 

(A) (X^i).-l-«^ (ii«l,a.S,,..). 

Donc, ponr II =ï a «Il 

et, poar A = am + 19 

(.» + .)B.-iî^±i>!!i+...+(-,)-lîi!i±0!B.--J=-. 
^ a ^'m atH-i 

ce qui 'est le résultat de Malmsien. 
Je remarqae encore qu'en remplaçant le second membre de (A) 

par % 1 x^Çtx et «usant ^ 

P(jr) as At 9 -f- AfjH -h. . .-I- Aji jr«, 
on a 

P(X^i)*F(X)»« f P(»)d5r. 

Soit en particulier, pour itsam, F(*) = «*(x — i)* el 
^m^=^J «"(1 rr JP)* «fcr, on aura, pour m = a/i, 




•t#t 



puis, pour ms= a^ — I, 

Ces lotions me semblent novrelles; paulo majora eanamms; 
arrivons au tbéôrème de Staudt. 
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Je pars de la formule qu'a donnée M. Berlrand dans «on pre* 
mier volume; elle se lire de -- — en posant e* — iss^, d*où 
X = log(i + i) et| par conséquent, 

;^«îl0g(l4.{)«l-i(«'-l)-hî(€*-l)«-..M 

mais je pense inutile d'employer les expressions AJ|^; il suffit 
d'écrire' 

pour avoir facilement 

^ ' 1 3 am-hi' 

si l'on pose 

«m,»" ii*—ii|(ii — i)'*-*-i«t(n — a)*— ..•-♦-(— i)*-'n,^i. 
Ces nombres cfiii,j| donnent lieu à une première remarque. Soit 

il est clair que A«,„= o pour m < n, An,»» i et A«,, ss ^^' ^ « 
De Téqualion posée on tire 

et, reiranchant de la première multipliée par /i, on en conclut 

l'identification donne donc 

*Ajii-i,j|-i fe inAiiiyj»— AAjf i,« ou m Am.ms ii(Aii.|,ii«f" Aji|.|,i|.|)| 
égalité qui détermine tous les coefficients, sachant que A.^^^=s i 
et AjN,|Ss — — ^« On passe ensuite aux quantités am,m d'après 
la formule Amènes ■ ^*'** et l'on trouve 

Soit encore ajii,i|Ssi.a.3...naM,«, on en conclut 
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-donc otfl^ii est tonjoufs entier^ de sorle qae am^ cA diTisiUe par 

11 en résulte qae dans l'expression de B» les termes ^"'^ sont 

entiers lorsque a + 1 n'est pas an nombre premier. 

Supposons il + 1=^1 p étant premier; les coefficients da 
binôme deviennent alors 

«I— — Il _m— -i-i, •••, *!■(— «y (Modi»);. . 
on a donc 

«t«,«— »•*-»- (H —l)»« H- (* — *)»• H-. .•-!- 1«», 

c'estrA-dirè. 

a«»-^-ii«»H-i«-H-.--|.(i>— I)»» (Modi^). 

Or on sait qae le second membre est toojoors ^ o, sauf le cas 
où l'exposant am est divisible par p — i ; alors on a 

«!«,•■■—■; 

d'où le tbéorème qu'il fallait démontrer. 

J'ai été extrêmement ému par la mort de Kroneekeri dont la .: 
nouvelle m'a été donnée, la veille du jour de l'an, par M. Hensel, i 
privât docent i l'Université de Berlin; j'ai su ensuilCi par une 
lettre de M"* Helmboltz, qu'il avait succombé i une atteinte de 
l'înfluenza. Nous avons en ce moment l'épidémie i Paris qui a 
augmenté de moitié le nombre des décès; en vcus soubaitant bien 
vivement, mon cber ami, qu'elle vous épai^e & Toulouse, et 
dans l'espoir d'avoir bientôt de bonnes nouvelles de votre staté, 
de celle de M*" Stieltjes et de vos enfants, je vous renouvelle 
4'assarance de mes sentiments les plus dévoués. 



SB5. — STIBLTJBS A HBBMITE, 

TovkMMe, 3a jaBvicr 1891. 
Gna Mojnixua, 

Je suis bien coupable et j'aurais bien dû vous remercier depuis 
longtemps pour l'envoi des recbercbes de M. Sylvester, dont cer- 
tainement, sans vous, je n'aurais pas eu connaissance. Pour mon 
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-excuse, je peux dire que j'ai été très occupé et pris de diverses 
façons, aussi j'aurais voulu ajouter à mes remerciments quelque 
chose qui piU vous intéresser. 

Votre lettre, par laquelle je vois que les nombres de BernouIIi 
vous occupent encore une fois, m'a fait penser a un beau résultat 
de M. Kummer dont je veux vous parler; Si vous le connaisses, 
vous n'aurex qu'à sauter celte partie de ma lettre. Soit 

m 

où a,!, Çy r, s sont des nombres commensurables, mais dans le 
dénominateur de ces nombres ne doit point figurer en facteur le 
nombre premier impair/?* Supposons qu'en développant suivant 
les puissances de x on ait 

alors le théorème de M. Kummer consiste dans cette congruence : 

A^— ^Ain-i-ir-i -h — — ; — Afl,^i(|»-|) — . . .-h(— i)*A«i-»-*fi»-i)"iO- 

(mod/>*), 

m etk étant des entiers et m ^ A' > o. Il faut interpréter, du reste, 
cette congruence ainsi : le premier membre n'est pas nécessaire- 
ment entier, mais, en multipliant par un facteur convenable qui 
ne renferme pas /?, il devient entier et cet entier-là est alors 
divisible par/?*. La démonstration est facile ; on a d'abord 

(n =so, i,a, 3, ..., n'ao, i,'i, •••, n). 
En calculant f "*(o), on en conclut 

' Il est clair que, dans cette expression de A^, les termes avec a^, 
où A > m doivent disparaître et cela se vérifie facilement parce 
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(jae la n''^ diflTérence d'im poljBoiiie àa degré m < » esl « 
tiqoemenl nolle. 
Avec cette viJeiir de A* il vient fludntenant, pour 



Fespression 

«'»«.!. s, •.•.!» J 

Or, d'après le théofime de Fermât, i -«[r(A— ii')+«ii'+9]^* 
est divisible par p^ excepté seulemeiit le cas où r(ii — m^ + m^+ jf 
serait divisible par p. En supposant donc m^^ Tan des deux 
facteurs 

sera toujours divisible par /y*, d'où la proposition de M. Knnuner. 
Je l'ai exposée ici sous une forme légèrement généralisée, indiquée 
par M* Stem (Journal de Borehardi, t. râ, p. 90). Kummer 
lui-même a supposé qz=t6 {Journal de C relie, t. 41, p. 368). On 
peut faire une foule d'applications de ce résultat, M. Kummer lui* 
même l'a appliqué aux nombres de BemouUi et d'Euler, M. Stem 
aux coefficients de la tangonte. Il j a quelques années, ayant à 
considérer le développement 



I -4r*-4 r-rSf*- 



'fv^ 



sui^n 






.^«-fL^H- 



i.a- ^i.a.3.4 •• 

eisa. et»ia, e^ae^a, e^s45Mat e^^%vj^i%%^ 
e,Bi 934 loS 85a, eia a35 «9946187a, 

j'en ai déduit des congruences entre les nombres c* qui m'ont été 
très précieuses comme vérifications dans le calcul de ces coeffi- 
cients (qui sont tous ^ a mod lo). 

C'est à l'occasion de recbercbes sur les firactions continues que 
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j*ai fait ces remarques; on a 

î a:» "*" »» »»*'"«?• 



jr-4- 



*-^ 5Î 



«-4- 



7* 



la fraction conlinue est convergente et représente 

■pmT 






'Lr(^')J 



tant que la partie rëellede j?est>o. Mais justement, ces jours-ci, 
j*ai fait sur cette théorie des fractions continues une remarque 
extrêmement simple et dont j^ose vous entretenir. Soit 



ai»-H 



«I- 



0t^ ' 



«♦- 



«l»-!*" 



une fraction continue 011 

*it <*if <'»» ••• 

sont des nombres réels et positifs. 

Si X est réel et positif, il est clair que les réduites d'ordre pair 

tendent, pour n ssoo, vers une limite déterminée F(x). De même 
les réduites d'ordre impair 

Ptiit-i ^ i 

tendent, pour n =s 00, vers une limite déterminée F| {») et 

Fi(*)-F(*)>o. 
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. [Du teste, d'aprèsim théofème deStem, on a F|(«)«-*F(jp)>^ô 
lorsque la série 

est convergente; mais, si cette série est dipergenie, on a 

Pi(*)-P(jr>.] 

(lO théorème général est eelui-ei : 

Supposons que x aii une valeur réelle ou imusginaire guel* 
conque, en exeeptani seulemeni les valeurs réelles ei négaiives, 
en sorte que la partie négatiçe de Vaxe des x est considérée 
comme une coupure. Alors on aura toujours 

«-^ -'<*>• "-^7F^'«<'> <— ) 

et V(x)^ P<(^) ^^^^ des fonctions analytiques, uniformes et 
sans points singuliers dans le domaine considéré. 

Je possède depuis longtemps la démonstration de ce théorème, 
mais elle est très difficile; j*obtiens aussi la forme analytique de 
ces fonctions F(jr), F| (jr). Pour l'indiquer brièvement (quoique 
cela n*est pas tout & fait exact et demanderait quelques explica- 
tions)! je dis qu*il existe toujours deux fonctions positives f{u), 
f% (il) de la variable réelle u, telles que 

Dans le cas où la série 

est convergente, les fonctions /(«) et/i(ii) ne sont pas iden* 
tiques, mais on a- 

r ii*(/(ii) -/.(«H ib » o (it - o. I, a. S. . • .). 

L'existence de ces fonctions f («) qui, sans être nulles, sont 
telles que 

/■^f(«)*»«o (A-»p,i,a,S,,.0 
me paiatt très remarquable. 
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Mais voici maintenant la remarque très simple qae je viens de 
(aire. 11 est extrêmement facile de montrer que 

en supposant la partie r&eWe posiiiye* Ce n^est pas, vous le voyez^ 
le théorème complet, mais cela en constitue une partie qui n*est 
pas sans intérêt. 

En considérant uniquement les réduites d'ordre paii , on a 

les o/ sont des nombres positifs, Qsff(a?) est un polynôme de 
degré n en x dont tous les coefficients sont positifs; toutes les 
racines de 

sont réelles, différentes et négatives 
Qi«{*) = c(* -h *,)(«-*.*,).•.(* -h*») («ii«i, ..M^Apotttifs). 
Nous savons donc que la série 

est convergente pour toute valeur a? = a > o. 

Mais je dis alors qu'elle est aussi convergente et même absolu* 

ment convergente pour 

jT B8 a -h 6f . 

En effet cela devient évident si l'on remarque que 

|Qi«{«-h^«)|>Qi/i{«)» 
comme cela résulte de 

Qt»(«) =» c{x -4- ari). . .(a? ^ a»»), 
La proposition que les racines de Q9ii(^) = o, ^**'*"'^^^ = o 

sont réelles et négatives résulte facilement des relations de récur- 

P ( x\ 
rence. De la même façon, on voit que ^**'*"'; [ tend vers une 

limite déterminée tant que la partie réelle de x est positive. 
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Cette remarque si simple esl toute récente, elle ne itmmt à 
réfléchir; j'espère simplifier la démmislratioii de la propositiûa 
complète que j'ai énoncée plos haut. Si dans la fraction considérée 
on remplace x par «* et qu'on multiplie par x^ on a 



«isr-i*- 



«t*-*- 



«•Jr-f- 



«4*-4-*. 



qui se rencontre souTcnt dans les applications. Tant que la partie 
réelle de x est > o, les réduites d'ordre pair et aussi d'ordbre 
impair tendent vers une linûle qui est une fonction aiialjtique 
de X. Ces limites sont identiques seulement lorsque la série 

. «t -H €h -h «•-!-••• 

est divergente. 

Vous Tojes immédiatement l'application qu'on p^ut dire de 
ces résultats i un grand nombre de développements en fraction 
continuel par exemple & celles obtenues pour 



r- 



cusrdSr. 



La démonstration de l'existence de ces fonctions positives, 
/(ii)^i (ii)| dont j'ai parlé plus haut, est, je crois, ce que j'ai fait 
de mieux en Analjse. Je les obtiens comme limites de certaines 
fonctions discontinues. Hais je tcux réfléchir encore. 

Je comprends aisément, cher Monsieur, la tristesse qu'a dû vous 
causer la mort encore prématurée de M. Kronecker. Biais son nom 
resterai seulement on ne remplira pas aisément la place qu'il a 
laissée vide. Je suis heureux de pouvoir tous donner de bonnes 
nouvelles de ma famiUe. Il est vrai que nous n'échappons pas aux 
vicissitudes de la vie; notre fille aînée a la coqueluche et je crains 
beaucoup que les autres ne l'aient aussi. Mais c'est une maladie 
assea bénigne et espérons qu'il n'en résultera pas de mal. 

Veuilles bien accepter, cher Monsieur, mes meiUeurs vœux 
pour vous et tous les vôtres; votre très dévoué. 
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STIELTJES A HERMITE. 



Cbea MOVSIEUA, 



Toulouse, 13 lévrier iSga. 



En considérant une certaine fraction continue périodique, j'ai 
obtenu une curieuse relation entre deux intégrales elliptiques et, 
en même temps, il devint clair qu'on pourrait obtenir une infi- 
nité de relations analogues entre des intégrales hyperelliptiques. 
Comme le raisonnement était fort indirect, une autre méthode v 
pour obtenir ces relations était très désirable. Vous ailes voir qu'on* 
j parvient avec la plus grande facilité à Taide des théorèmes de 
Cauchj sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. 

Soit 

(j-«)(^-P)(<-Y) 
Z» j-i 1-, 

je suppose «, ^, y. réels et 



la fonction. 



o<«<p<Y, 



est alors uniforme dans le domaine D limité par les courbes C, C|, 




d; je suppose aelx appartenant à ce domaine D, et, pour mieux 
fixer les idées, je les supposerai réels. 

Pour fixer le signe du radical je suppose que lorsque mod^ est 
très grand on a 
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D*après eeh, on consUie faeilemeiit qae Kursque m csi réel 

^ est jpof ilr{^ JofB^iM « > tt 
^ est n/^afi/lonqiie « < ji < P, 

. Cda étant, on a . 

ff(B)dM^ ff(M)dM^ /*/(«) 4ltea«fZffMd«t. 

n n*7 a que deux pAles (réek) a et « et, d'après ce qni précède, 
le résidu pour s =s 4P est 

X étant ce que devient Z en remplaçant m par 4P, le radical ^X est 
pris pasidçemeni^ t =+ 1 lorsque x'>'y et t = — i lorsque x est 
négatif ou compris entre a et p. En calculant de même le résidu 
pour s s= a, on a 

(t^ss-H I lorsque « > y* ^=^ — > lorsque a est négatif ou compris 
entre « et p, ^ positif toujours)/ Or on a 

et ensuite on Toit avec un peu d'attention que 

^ — Z étant toujours pris avec le signe +• 
On obtient donc définitivement cette relation 



M 
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C'est là précisément, un peu généralisé, le résultat que j'avais 
obtenu d'abord en considérant une certaine fraction continue 
périodique. 

On aurait pu prendre /(9) = ^ ■ avec le seul pôle s =s a, 
dans ce cas 



Veuillez bien agréer, cher Monsieur, la nouvelle assurance de 
mon dévoAment bien sincère. 

P.^S. — Je m'aperçois en ce moment que les résultats précé- 
dents ont un rapport étroit avec les recherches de Jacobi, Bor- 
chardt, Halphen sur la réduction en fraction continue de la racine 
carrée d'un poljnome. Voir, par exemple, Halphen, t. H, 

p. 6ao : il réduit en fraction continue ^ ^ * Or vous voyes que 
peut se mettre sous la forme 

[la fonction F(r<) s'annulant du reste par intervalles et ayant des 
expressions diiTércutcs dans les intervalles où elle n'est pas nulle]. 
J'ai étudié précisément la réduction en fraction continue de cette 
intégrale (A') et le lien avec les recherches antérieures provient 
justement de ce que cette intégrale (A'), pour une détermination 
convenable de F(u), se réduit à la quantité algébrique (A). Cette 
remarque est nouvelle, je crois. 

II. i5 
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SS7. - HEiUÊtTB A SnSLTJBS. 

Pivis» If fftfrior layi. 
HoH ctasÊi Ami, 



Vos tk<<MrèiD€s sur les finetions eonlinoes algébriqMi 
loenl toale une tkéorie d*aiialjse extiémemenl mléresfaiile ci 
dont TOUS aurcs découirert les principes essentîek : c*csl vn ftwttA 
et important travail qoi s*ajoate à d*aatrcs que vons aves entrepris 
el qoe vous conduircs à bonne fin* Mais voqs ne tous étonnercs 
point que j*aic qodque peine à Yons suivrCi ne vojani que tos 
résultats, saof cependant ceux de votre dernière lettre du la, qui 
sont d'une nature plus élémentaire et que tous m*aves empesés plus 
explicitement. Et ehcore j'aurais besoin, pour m'éviter de faire des 
cflbrts, que tous m*aidies à bien voir comment vous trouves que 
Totre radical^ est positif pour s > y, négatif lorsque «<s<P 
et négatif pour s < o. 

Donc, k Poccasion, lorsque ce ne sera point vous déranger, je 
vous demande, en faisant Z = (s — a)(a — 6) (s — c)(s — ^i la 
détermination des signes A attribuer au radical ^/Z, lorsqu*en 
cheminant sur Taxe des abscisses de —oo A +00, et considérant 
les circonférences de rayon 1^ l^l^l^jcl^l^f |, on se trouve 
d'abord dans la région du plan extérieure A la plus grande, pour 
pénétrer successivement dans les couronnes limitées par les rajons 
(c), (fr), (a). Vous verres en vue de quelle question on peut 
employer ces déterminations de signes; en attendant, je dois vous 
dire que, si ma réponse A vos dernières lettres a eu beaucoup de 
retbrd, la faute en est surtout A M. Edouard Weyr, qui m'a 
demandé un article pour le Bulletin de V Académie iehêque. Je 
me suis mis à l'ouvrage en pensant que les Annalet voudraient 
peutr-étre bien reproduire ma Note, dont voici l'objet. En cher- 
chant dans la théorie de la transformation les relations entre les 
intégrales elliptiques complètes de seconde espèce, qui corres- 
pondent aux relations entre les périodes relatives au module 
proposé k et au module transformé /, j'ai obtenu les équations 
suivantes : Soient L et L' les mêmes quantités en / et / que K 
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et K' eu k et A/, je me pose le problème de la transformation 
^ comme ayant pour but de déterminer le module /, et le multiplî- 
• cateur M de manièi*e à avoir 

K iK' 

où a, 6, €j d sont des entiers satisfaisant i la condition 

ad'-'bc ^ n, 

qui est positif et représente Tordre de la transformation. G;la 
étant, soit, comme Weierstrass, 

iïi'^xdXt iVrat j 9n*X<iTt 

puis semblablement, en considérant le module /, 

8n«(*, /) <£r, J ; « / sn»(jr, /) dx. 



On aura, en désignant par N une fonction algébrique du mo- 
dule, 

La quantité N a, ce me semble, un rdle important; ainsi, je 
trouve que les fonctions P(^), Q(^)i R(^)9 S(.r) de la page a8o 
de mon Cours s'expriment ainsi 

Il y a lieu de former les équations entre N et K, tout aussi bien 
qu'entre M et K, et, comme prélude à cette recherche, j'ai obtenu 
la relation suivante 
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qui 8*ajoQie à Féquation^ d*iiiie importaiice capitale» qo*a déOMi* 
Tarte Jacobi 

ut ^^*^^ 



Bfais il me faudrait Totie belle activité pour mener A lenr terme 
ces entreprises; il me faudrait surtout ne plus avoir ni thèses de 
doctorat, ni examens de licence et de baccalauréat, ni, hélas! de 
leçons. Je donnerai, mon cher ami, à la Sorbonne votre charmante 

méthode pour obtenir l'équation B(tf, b) = w^^^^^? ^ ^ ^*«^ 

en vous remerciant encore de TOtre communication si utile, que je 
vous renouvelle l'assurance de mon affection bien dévouée. 

Vos enfants sont-ils débarrassés de la coqueluche? 

SS8. — STIELTJÉS A BEiUitTE. 

ToakMse, «4 fftvrisr iSs*. 
Cher Movsibiim, 

Mille remercfments pour l'artide que vous nous promettes pour 
nos Annales sur la transformation des fonctions elliptiques et 
particulièrement sur les intégrales complètes de seconde espèce 
transformées. Nous l'accueillerons avec le plus grand empresse* 
ment, vous n'aures qu'à nous envojer le^ épreuves du Bulteiin de 
V Académie de Prague. 

Permeltea-moi maintenant de dire deux mots sur le signe du 
radical 

En supposant z 1res grand, on jpeut prendre ^=sH-s* à pea 




près (et non « «-* s*)» 
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4 — a a B«(C089a-4- « »m<p«), 

« — 6 s R^( cos f è -H f sin ^ 6)» 
«^«Ts R<f(co87tf-l-iftin9,/), 



939 



Lorsque s positif est très grand, fn, f^, f^, f«f sont nuls; pour 
avoir pour un point quelconque la valeur de ^ il n'y a qu'à faire 
varier les arguments fn» •••, f^f d'une façon continue ; de cette façon 
vous vojes par exemple que lorsque z est réel compris entre celd 



CX 



CT^V d. ?*» 



■^C' 



l'argument de ^ sera 4- -jj» f«i= ic, f«=: f^= f c= o. Lorsque s^ 
décrit le chemin C, on aura 

v^«-HiV=ie (v/irz>o). 

Pour le chemin C, au contraire, on aurait la valeur 
Supposons 6 < J < c. Si, pour arriver & cette valeur finale, on 




ne traverse ni la coupure (a, 6), ni la coupure (e, if )^ vous voyei 
que l'argument de yfL devient te, c'est-à-dire v/Z doit être pris 



l 
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avec le signe — . Pour le chemin C, par exemple^ on a 
?•«»•• fé—o, o«n«, 1^">«t« P«»«. 

Pour le chemin C on aurait P ss — «, mais cela donne la même 
iralenr que P ss + « puisqae la différence de ces argnmenla est av. 
Dans tons les cas» la considération de Fargument de ^ indiifne 
sans ambiguïté la valeur de ^Z qu*il fiint adopter. Si le chemin 
de M passe par un des points a, 6, c, rf la loi de continuité ne 
suffit plus pour distinguer entre les diverses branches de )/Zf et 
l*on peut laire la continuation d'une façon arbitraire; dans ce cas, 
rien ne permet de distinguer une branche de l'autre. 

Voici une remargue que je viens de faire. Je rappelle la formule 

/. ' r(a)cot(aaretaBg|) 
s«->e-^cose«4lsa 2^ ; ^ 

{voyez, par exemplci le Calcul intégral d«* Serret). 

Cette formule, du reste, se déduit def*z^''^e'^^'ds = ^^. 

en remplaçant b par b^ci. Je prends ftsscssi, a^4H + %^ 
m étant entier et positif ou nul, le cosinus dans le second membre 
est nul, car 

cosf a arc UBg| j as cos(4ii -4- a) ^ es o» 
donc 



f 

En remplaçant j* par ii, vous constater qu*cn posant 

-î' — 
rintégrale 

y* u»f(u)€lm («»isi,a.3, ...) 

est toujours nulle» J'avais reconnu, a priori, l'esistence de telles 
fonctions f{u) (en nombre infini) dans mes recherehes sur les 
fractions continues. Vous en aves ici sous les yeux un exemple 
bien simple. 
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Voici une objecu'on qu'on esl ienl6 de faire, a priori, contre 
l'existence d'une telle fonction cp(fi). 

D'abord il est clair que f(u) doit changer de signe une infinité 
de fois, car si ^(u) change de signe seulement pour u^:^Uk^ 
X* SB I, a, . . . , /i, rintégrale 

J («— «i)(i«-tti)/..(« — «i,)7(ii)rf« 
devrait être nulle parce qu'elle est une somme de la forme 

M 

d'autre part, elle ne peut être nulle, puisque la fonction sous le 
signe / ne change pas de signe; il y a là contradiction. Donc ^{u) 
doit changer de signe une infinité de fois pour 

Il 8 fC|, fft, ..., ««, .... 

Mais alors on peut, diaprés la formule de M. Weierstrass, 
former une fonction holomorphe ^(m) 

qui doit changer de signe en même temps que f (i^)* L'intégrale 
n'est pas nulle alors, mais en substituant au lieu de ifi^ii) sa 

m 

valeur y^a^a^ et intégrant les termes de la série, on trouverait 

encore contradiction. Cependant cette objection manque de' 
force, car il n'est pas permis de remplacer T i({iC)^{u)da par 

Va/i / ii'f (ii)</u sans justification particulière. Mais cela est 
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impossiÙe» itoiis (Woei de voir qm) les ^ptoclioiis f (u) oisleiil 
bienréeUemenU ^^ 

Yeiiilles bien me etoire toujours Totre très 'dévoué. 



M9. *- aSMUTS A STiELTJBS. 

' Pftris, iS féfritr itfft. 
MoH caCA Aifiy 

Les choses faciles et simples oui souvent plus de prix que des 
résuluts compliqués obtenus après de grands efforts et je ne puis 
; TOUS dire quel prix j*attaclie A votre équation 



r 



ji«^>«-«eossd:si 



mais je désirerais tous voir faire un pas de plus. Vous aveu 
montré avec infiniment de perspicacité que Tégalité, pour Umle 
valeur de a, 

conduit 'à une conclusion paradoxalci à savoir " ~ 

/*♦(«>?(«) A» -û^ 

si ^{u) représente Texpression de f(u) sous foime d*un pioduit 
de iacleurs primaires. ^,^ 

Puis vous en trouvei Pezplication dans cette circonstance qu'on* " 
n*est pas absolument en droit de remplacer ^(u )t dans Tintégrale, ^ 
par son développement en série. Cest ce point important et dé^ 
licat que je voudrais vmr mettre en pleine lumièrci au moyen du 
cas particulier où 

f (M) m. #"'i#-^ecs(«/7). 

Qu*arrive-t-il donc de particulier qui empêche d*emplojer le 
développement en série? Ce serait extrêmement intéressant de 
rencontrer ainsi un nouvel avertissement qu*on est à Tégard des 
int<;£;rales définies, incetiens in einere doloso. 

Taille bons remerclments pour les explications si complètes et si 

/ 
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claires que vous m'avez données pour définir rigoureusement les 
signes du radical y^. C'est un point de doctrine absolument élë- 
menuirc, et j'espère que vous saisirez quelque occasion pour 
publier les résultats auxquels vous êtes parvenu ;' et dont je me 
servirai comme je vous le ferai savoir. 

Puisque vous vous intéresses aux relations 

1^ «-.cJ-»-iaJ'-H~(-cK4.iaK'), 
M n^ " 

permettez-moi de vous dire comment j'en conclus l'expression 
<leN. 

Je remarque d'abord, en ajant égard à l'égalité acf *- 6c s= n^ 
qu'on en tire 

— ï-|- — IsaJ -hKN, 

Cela posé, soit pour un moment 

et désignons toujours par / le module transformé. On a ces deux 
relations 

/ri^ «/iG-II, /r«!^ = /«(G — H), 

Je vais les employer pour diflférentier, par rapport à Ar, la 
première de mes égalités me servant de point de départ, 

K iK' 

1^ ss a L 4- iùL\ -jrr- n cL -4- idW, 

En l'écrivant ainsi K = (ah 4- ibL')M =: GM, il vient 
j^(A«K ^ l) a G rfM H- ^(/«G - ll)Mi 

Cela étant, j'expriine le second membre en K et J au moyen des 
équations 

G» ^9 He(nJ-HKN)M, 
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^(*«K-i)-5^ + ^[i5f-(«i + KI)ll]ll. || 

liais cetle égaKté lé partage en den aulrea, on doîl égaler 

s^parémeikl A aéro les eoeffieients de K êi J, ear aatreoBenl ^ serait 

ane fonction algâiriqne de Âr, ce qn*on sait imposnUe. On a 
donc 

et 

Cette seconde équation est eeDe de Jacobi; die permet d'écrire 
la première sons la forme 

kdk dU tdi n dk 

d'oèlaTaknrdeN. 

En Tons renonvdanty nmn elier ami| Tassurance de lonle 
affection. 

880. -• SraLTJES A HBRMÏÏTB. 

iMnits». 



Cnca HoHsiBini, 

J*anrais désiré depnis . longtemps tioaver nn pen de loisir ponr 
étudier Tintéressante question de la transformation des intégrales 
elliptiques de seconde espèce, dont vous m*aves entretenu dans vos 
dernières lettres; mais, à mon grand regret, je n*ai pas'pu jus- 
qu'ici ; cependant, d'ici quelques jours, j'espère en arriver là. 

Cette année, j'ai donné pour la première fois, dans mon cours, 
un développement asses complet de toute la partie élémentaire de 
b théorie des fonctions dliptiques, et, je n'ai pas besoin de le dire, 
j'ai emprunté beaucoup A votre cours. Poqr obtenir les développe* 
ments trigonométriques de sn*(j), sn(s), cn(s), dn(s), j'ai eu 
l'idée de les exprimer linéairement A l'aide de la fonction Z et de 
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ses dérivées, d'après votre lliéorème; le développement irigono- 
métrique des fonctions Z s'obtient sans difficulté d^une façon très 
élémentaire. En procédant ainsi, j'ai remarqué quelques identités, 
se rapportant à la transformation du second ordre. Elles sontasses 
simples. On a 

• j 1/ fv î'Vîl I — A:»n«tt 

puis, changeant u en a -h iv. 






En reirancliani il vient 

A l'aide de cette relation on obtient le développement trigono- 
métrique de cn({i, k) si l'on connaît celui de dn(fi, k). 
Puis on a 

je trouve que 

D>— A*a cn(att, A0dn(3tt, il) 

Mais vous aves tant étudié ces choses que probablement je ne 

vous dis rien de nouveau. Vous voyes que celte dertiicre relation 

permet de trouver le développement trigonométrique de cnudnu 

(et, par conséquent, aussi celui de snfi) si l'on connaît le déve- 

I loppement trigonométrique de sn'ii, qui, d'après la méthode 

indiquée, s^obtient plus facilement que le développement de sur/. 

Nous avons été. M"** Stieltjes et moi, douloureusement affectéi 

par le grand deuil qui frappe M. Picard. Veuilles bien être con- 

I vaincu de notre sympathie. 

Votre bien dévoué. • 

i * P.-J". — > Heureusement, je peux vous donner maintenant de 

\ ^ bonnes nouvelles de mes enfants, qui ne souffrent plus de la 

coqueluche. * 
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Je vois en ee momeat qo*il fimdbrail rapprocher les foramles 
précédentes de ceÛes que ¥Otts donnes dans votre eonrs (demièfe 
édition, p* a86) 



9 






An fond, il n'y m qa*& rempUeer dans tos formules x par 
x + %JL» DonC| comme je le crojais, rien de nouveau ! 



- SSi. — HEMiiTE A STiELTJgS. 

Pari», Sa 
Mon CBBE AkIi 

J'ai passé bien tristement ces dernières semaines, comme vons 
ponvea le penser, je n*ai pu que m'occnper de mes leçons 1 k 
Sorbonne, sans plus songer aux intégrales elliptiques de seconde 
espèce, que j'ai oubliées. Mais j'ai mis è profit, pour la donner à 
mes auditeurs, en leur apprenant votre nom, votre méthode de 

démonstration de k ralation B(ii, ^)~ 777^^^» V^^ ^v>^ l'< 

ploi d'une intégrale double. Je compte aussi faire bienlAt 
leçon, dont je vais vous indiquer l'objet, en vous priant de vouloir 
bien, s'il y a lieu, me communiquer vos remarques. 
La formule 



donne 



et, en retranchant membre à membra, avec l'intégrale de Raabe : 

'-£[^-^-(-0-]^' 
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on obtient 

l-...r(,.l)=.£..(i-A)±. 

OU encore, changeant x en2Tj 

J — logr (a 4- j) «y e»«* 9(*) d>, 
•i nous posons 

Cela ëtant| on trouve facilement 

d^où résulte que f («) est toujours positif et décroît quand x aug- 
mente, de sorte que le maximum correspond à x ss o et a |>our 

valeur — * On a ainsi 
la 

logr ^a -h -J sa«(loga — i)«+-log/âît— -j- (s éunt.<i). 

Soit ensuite 

J r a ) s y €««' ç(x) rfar, 

nous aurons comme conséquence de (i) 

et, en faisant x ss ny^ 

c'est-à-dire 

Soit enfin ^s=^9 on obtient pour le terme complémentaire 
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qui permel de faire, comme pour la série de SlUing, le défdoppe» 
ment soivanl les poissances descendantes de a, avec le reste sous 
une fonne simple. 

Gaass a déjà donné cette modification de la série de Stiriing, 
mais sans s'occoper da reste dans le Mémoire sor la série hjper- 
géométriqoe; on rencontre en même temps nne nonvelle formule 
pour les nombres de Bemoulli, exprimés par des intégrales. 

En Yons remerciant de la part que yous prenei à notre deuil, 
et en yous félicitant bien sincèrement de n*aToir pas eu trop A 
souffrir de là coquelucbe, que nous connaissons pour nous aYoir 
tourmentés pendant longtemps, crojes-moi toujours YOtre affec- 
tueusement déYOué. 



88B. — STiBLTJBS A HBRMiTB. 

Toaloate, le •* avril 1891. 
Cusa libasiBva, 

La seule remarque qui s*est présentée à moi à Toccasion de YOtre 
formule 



(«) 



iogr(.^l)^.(iog.-.)H.iog^S-ijr^i!2^^ 



c*est qu'on peut un peu généraliser votre analyse de manière à 
obtenir 

(II) ^logr(« + è)r(« + i-è) 

««(log«-i) 

, j— I /*^«l4Mr(i — aé*«»co8aè« H- «*«*), 

D &ut supposer ici o^6^i| pour 6 ss 1 on retrouve votre for» 

mule (I), pour 6 ss o la formule ordinaire d*où Ton déduit la séria 
de Stirling. 
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En cflety en procédant comme vous et désignant toujours par J 
l'intégrale de Raabe, il vient d'abord 

On n'a maintenant qu'à employer la formule 

JP /«r -1%\ **ii a?«-*-4«'«* ' 

qui suppose o ^ 6 ^ 1 1 pour obtenir 

i-;,..r,.*.,r(...-.,-/V*,2(-^?îëS> 

I 

oU| pour J? = a /ij^, 



■/: 



I 
-; -log(i — a«««cossi6ic4-#*«*). 



Pour az = 1CJ? on obtient la formule (II)* 

Si dans cette formule on suppose j < 6 < t> on a 

log(i — ae««* cosa^te -f- «*«*) > o, 

donc, dans ce cas, en développant suivant les puissances négatives 
de a^ on trouve une série qui jouit des mêmes propriétés que la 
série de Stirling, quant à son terme complémentaire. 
De même, si l'on suppose 

o<^<j ou J<*<'» 

on aurait 

log(i — a e»**cos a 61c -♦-«***) <o 

et la même conséquence. MaiS| si l'on veut éviter ces distinctions 
et laissera b une valeur quelconque comprise entre o et 1 , il faudra 
remplacer la formule (II) soit par celle-ci 

■r r{g-»'6)r(a-f-i— 6) j^ /** adx , f i ->ae«**co§a6ic -h •*«* 1 
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où le logaridune dolieeoiid membre esl toojoum poeilif (c'est la 
tonavle (43), p. 44o de mon Mémoire dans le Jourmil de 
Jordan)^ soit par 

n j a lieu de mettre à cAlé de cette formule (D) la saifante 
(c'est la formule (46) de mon Hémoirei p. 443) 

/r «Xi ^» r^ mdx ^ r s*«»tia(ai6») 1 

(e$6<i>. 

On peut Tobtenir en suivant à peu près la marche indii|uée plus 
haut pour obtenir la formule (D). 

J'espère, Monsieur, que vous reviendres un jour sur vos 
recheki:hes sur* la transformation des intégrales elliptiques de 
seconde espèce. Je crois que Legendre est le seul auteur qui s'en 
est occupé dans le premier supplément dé son grand Traité, mais 
â un pointée vdp bien plus resûreint. Je»sais pourtant, par expé- 
rience, qu'on n'est guère disposé souvent à revenir sur des 
recherches auxquelles s'attache un souvenir douloureux. 

Veuillex bien, cher Monsieur, être toujours assuré de mes 
sentiments très sincèrement dévoués. 



8S8. — STiELTJES A BBBMiTE. 

ToaloBtc, le 4 vitA iSg). 
. Cusa Bjloasisini, 

Je reviens un moment sur la formule 



(A) ilogr(*-i-6)r(*^i-6) 
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Le kccond membre peut s'écrire 

aie 4/^ ^ I -f" 9/^ 

Vous vojeSi sous cette forme, qu^on peut en tîrcr la valeur de 
la constante C & laquelle se réduit J pour a ^ o; en eflet, il vient, 
pour a ss o, 

ilogr(6)r(i — 6)aG— — -log(a — acosa6fe)aG-«ilog(a8in6it), 

d'où 

Gai-loga«. 

Mais voici une autre conséquence. Je rappelle que pour 

% SB cet — -♦• « «in - » t| ss cos ^ — I tin - f 
n n * n n 

on a 

|«4-I=i (< — !)(< —c»)(<—t»)... (< — ««*-«), 

^•H-i=(<-«i)('-»î)(«-«ï)...(^-«r-'). 

donc 

B [*«- a<co« J H. i] [««- afcosÇ h-,].. J|t- a/cis^H.^ -+-1]. 
Cela étant, je prends dans la formule (A) 

an an an a/» 

et ajoutant on aura 
(0 ,ogr(a*5L)r(«..i.)...r(«..î^) 

D'autre part, la formule (A) donke pour 6 s^ - et remplaçant a 
par nei) 

II 16 
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Ji éuni ce ipie derient J lorsqu'on remplace a ptr ma. D est clair 
que les intégrales définies qni figorént dans les formnles ( i ) et (a) 
sont identiques^ en sorte qn^on obtient en retranchant: 



log 



'{•*m-*è)-'(-*'-^) 



'(•*i)'(-*À)-'(-*^)-'">'^— '(-*0- 

C'est le théorème de Gaoss, il suffit de remplacer a par ^ — * ^ 
pour l'avoir sous la forme usuelle 

r(a)T(m^ y. . .r(aH. ^J «(a«)V„î— r(n«>. 
Votre bien affectueusement détoué* 



Mov 



834. — HERMJTB A STÎELTJES. 

ParÛH iS avril 1891. 
Ami, 



Un mot à la hâte, au moment de m'en aller à Flanville, suif 
votre relation, qui m'a vivement intéressé. 



j— llogr(«-H6)r(« 



^i-6)-y*#-/(#)db. 



ojk J est l'intégrale de Raabe et 

' ,. -. - a(i— e«)-»-^[a^H-a*«"«*l 
-^<*>'" a*«(i--e«^ *• 

Développant ^ » je trouve qu'en Cûsant 
on a 
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Écrivant ensuite 

,(a)- /"ii^-i r'-^-i r*_i^îi_, 

je remplace la première intégrale par 



et j'obtiens 

Changeons â? en i *- x dans la seconde intégrale, elle devient 

J^ a H- 1 — « 
OU bien, si l'on suppose 6 < ->» » 

et de 14 résulte cette nouvelle expression . 

Cela étant, je change de nouveau x tn i — â?, dans la seconde 
intégrale, qui devient ainsi 






de sorte qu'elle peut se remplacer par 



»•/* a -+•! — * 'i^^ an-x J^ (a-+-x)(a-f-i— a?) 

Nous avons donc, en définitive. 

ce qui me donne la satisfaction d'avoir généralisé un des beaux et 
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importants résultats de YOlre Mémoire sur le déireloppemmi de 
logr(a), qoe je yiens de relire et d'étudier aree le plus grand 
fruit. Fj ferais une petite modificaUon, pour rexlensioiii à tout le 
plan moins votre coupure, de la formule 

Après avoir établi cette formule, comme dans mon Cours, je me 
bornerai à dire que l'équation en question ayant lieu le long de la 
partie positive de Taxe des abscisses, d'après la proposition de 
Riemann, s'étend dans toute la région du plan où logr(a) et 
J(a) ont été définis comme fonctions uniformes. 

En dernier lieu et pour la fonction de Jacob BemonUi, je par* 
tirai de l'égaHté 

en ajoutant membre à membre avec 
où 

yï')-(^-*)i-».(*)H-».(*)Tra*f<*)rSî*-" 

Excuses mon griffonnage et crogrea-moi toujours votre bien affec* 
tueusement dévoué. 

8S5. -* HBRMiTE A STiELTJBS. 

• PlurUv s6 avril ilys. 



on trouve 



Mov CBsa Ami, 

A la page 44 > (') <1^ votre Biémoire sur le développement àm 
logr(a), vous donnes, en vous contentant de l'énoncer,. ce ré- 
sulut qu'en posant Cm^J x^f{x)dx^ où f{x) est supposée 

'(') P»Se 44i âa Jwiriai dt M aî k é m m iiqmn', u V, 4* Mv^ 
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positive, -^^ est croissant avec n, puis vous dites, avec Tintention 

de m'hiimilier, qu^il est facile de le démontrer. N'ayant pu y par- 
venir, je viens, en faisant appel à votre charité, vous demander 
de me sortir d -embarras. 

Permeltei-moi, en môme temps, de profiter de Toccasion pour 
vous dire comment j'ai donné, dans une leçon, les valeurs des inté- 

, /••!•-• </l /•• 1*1-1 —/A-l . 

grales / r- et / — a/, peut-être poiirrea-vous en 

faire un sujet d'exercice pour vos élèves. 

J'emploie, comme Briot et Bouquet, le contour S s= ABCDEFA, 
ABC étant un demi-cercle de rayon R, DEP un autre de rayon <, 
€t je pose zssLi e'f . On aura ainsi I = R, ^ croissant de zéro à ic, 




pour ABC, puis f =3 ic, et / décroissant de.R à c pour CD. Ensuite 
# s= c, f décroissant de it A zéro, et, pour FA, ^ s= I. 

Cela étant, l'intégrale (ABC) est nulle pour R très grand, et 
supposant a — i<oet6— >i<0| (DEF) est nulle pour c infini- 
ment petit et l'on trouve 

Soit pour un moment 



/••£j-irf^ ^ ^ r^ t^i di ^ 



-/■ 



I— I 



di; 



en écrivant que (S) ss o, puisque le contour ne renferme aucune 
discoatinuité, on obtient l'égalité 

•» «iiM A -I- #^«^8 -4- J «■ o 
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oabien ^^ 

et, par eonaéquenl, 

La première rehtion montre que Asinaicest indépendant de a 
et il suffit de supposer a es ^9 poor aYoir Ass ^^^ i d*oJk 

J B «(eot«« r* cot6«). 

Une remarque eneorè : on obtient, en ehangeani I en -- • ! ' 



/ 



•!•-•<£# 






i ' siaa« 



ee qui a lieu pour toute valeur réelle et positive de g. Faisons une 
coupure de la partie négative de l'axe des abseisses, Tintépale 
devient une fonction uniforme bolomorpbe de^, comme le second 
membre; le théorème de Riemann prouve donc que l'égalité, dé- 
montrée seulement pour g réel, et positif, a lieu dans tout le plan, ' 
moins la coupure. Soit donc ^=:cos9-4*<sin9; on respectera la 
coupure, si l'on suppose % renfermé entre — ic et +«, et l'on 
parvient, sur-le-cbamp, aux valeurs 

i-»-arcosO + << ** tiuas ' J^ i-h*i#cofO-hl* ** sioax ' 

données dans les exercices de Calcul intégral de Legendre, 

Je ne me suis pas lait laute d'apprendre aussi à mes auditeurs 

comment, avec la même coupure, vous aves fait une fonction 

bolomorpbe de log F (a) et J(a). 
En Loiraine ou j'ai passé les vacances de Piques 



Et vous prie de me croire toujours votre bien affectueusement 
dévoué. 
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886. — ST!ELTJES A lŒRMiTE. 

Tottlottte, 97 «vril 1899. 
* Cher Momsievr, 

Mille reinerctmcnls pour volrc clcgaiile ilcdiicUoii de la valeur 
(ics intégrales 

cl des Intégrales de Legendre. Je ne manquerai pas de les exposer 
ji mes élèves. Une autre fois je pourrai vous dire quelques ré* 
flexions sur la formule 



/ 



/•-» fit it^ 
t sin:ia' 



dont je me sers pour discuter le terme complémentaire de certains 
flévelo'ppements en série. 

J'arrive maintenant ù votre question sur l'intégrale 



Oni 



donc 



«■(^-ar)-jC'('-&)''"'-'<"*>' 



(.) £l<^<^<...<^<f!«. 

Cf C| Cf C*i-| c^ 

Soit M un nombre positif (txe quelconque, il reste a démontrer 
que -^^ finit par surpasser M, ainsi 

doit devenir > o à partir d'une certaine valeur n sa n'. Pour le 
démontrer je prends un second nombre fixe Wplus ^ra/i«f que M 
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cl j cens ^ 

A«9 B«, Ca étant des quantités jMiàfiMt •* 

C«-jjr"*»(M^^)/(jr)^. 

Or, d'après b ihéorine de la moyeimei il est clair ipe 

A^>M'A«. G»^t<HG«, - 

donc 

—. ^m^t Ci 

M* 
où X =s ^ est «n nombie fixe plus grand qoe Fuiité, Il s*ens«il 

que le rapport ^ crotl au delà de toute limite f ainsi, pour h ^ ji% 
on anra certainement Aj|>> Cyt ot, par conséquent, 

CjH^— MCsrs A«-HBa-4-Cjt>0. C «• V* H» 

La démonstration suppose essentiellement que/(j?) ne s*annttle 
pas identiquement pour toutes les valeurs de x au-dessus d'une 
certaine limite. S'il en était ainsi, on aurait toujours 

(.) fi<a< j<..., 

e% Cl €% 
mais le rapport ^SH^ au lien de croître au delà de toute limite, 

tendrait vers une limite finie et qui est précisément la valeur à 
partir de laquelle /(x) s'annule. En effet, si l'on a 

f mai4 pas /(x) ss o pour K — t < jr < K, quelque petite que soil 
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la quantité c > o], on pourra appliquer la démonstration précé- 
dente en prenant pour M et M' deux nombres < K. Le rapport 

'—^ peut donc surpasser tout nombre < K sans jamais pouvoir 

surpasser K (d'après le théorème de la moyenne); donc dans ce cas 

lin,£f!±!»K. 

Cm 

On a, pour exprimer les nombres de Bernoulli, une formule 



donc 



U ^ Hi ^ 



mais B| = gf 6^== r-» B^ss 2"* 64= ^t donc pour n = 3 déjà 

B 

-n^ > I, il en est de même pour les valeurs plus grandes^ donc 

ces nombres vont en augmentant à partir de n = 3. M. Stem a 
démontré cela dans le Journal de Crellc d'une façon qui me 
semble moins simple, et je crois que M. Lipscliitz est aussi revenu 
sur ce même sujet. 

J'espère bien qu'on reviendra au bon sens et que tout le monde 
s^apercevra que la liberté illimitée de la parole telle qu'on la pra- 
tique est un contresens, si, du moins, on veut conserver l'ordre et 
la justice. 

Veuilles me croire toujours votre aflectueusement dévoué. 



887. — ilERMITE A STŒLTJES. 

PariSi ^9 •▼ril 1892. 
CiiEa-ÀMI, 

Il faut vous résigner et entendre mes compliments; je suis tout 
particulièrement émerveillé de l'introduction de M et NF, jamais 
je n'aurais eu une idée si originale et si heureuse, mais pourquoi 
dire qu*il est facile d'établir des résultats aussi cachés 7 Permettes- 
moi de vous indiquer ces légères modifications. 
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L'intégrale J = /** (x — X)« x^*/{x) dx^ qui est positiTe pour 

•.■••• 
toute valeur de \ s'exprime par le trinôme em^% — > 9e«X 4* ^«.i )^'« 

On a donc e«^i Cjt^i ^ cj|, d'où 

^ \'^ ' ■ - 

e, -^c^-i* 

Les relations Ajt^i > M' A^, C^.! < MG^, que tous conclues du _^^ 
théorème de la mojennei théorème que j'ignore absolument, ré- 
sultent des relations 

« r ««(M — jr)t/(dr)4ir. 

Avec la prière de me renseigner sur ce théorème de H moyenne 
afin que je le mette à profit, et en vous renouTdant l'assurance de 
ma bien sincère aflection« 

S88. ^ STIELTJBS A HERMiTB, 

Toaloatei i** smI iS^i. 
Cnsa Moasnvai 

Je dois reconnaître que j'ai été peu dair, void ma pensée. On a 
d'après le théorème de la mojenne 

en supposant que q{x) ne change pas de signe entrea et &• Ceh 
étant, il vient pour 
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où M'<Ç<oo, donc 

Aii-n> M'A„, 
de même pour 

où o < Ç, < M, donc 

C«i^i < MO». 

Maïs voici une modification que je propose à ma dcmonslralion : 
Après avoir écrit 

<?in-l — M C<| =s An -4- B^ — C«, 

je remarque que 
A«« /**«•(« -M)/(*)ito>PM'*, P = r^(x -M)/(*)i/;f, • 

Cl,-/* *«(M— 4r)/(ar)d:r<QM*, Q « /* (M — *)/(4?)d!r, 

donc 

, Ai,— C«>PiM'«~QM«; 

si donc on prend n assez grand pour qu'on ait 

■ ^.(?) 

PM'*> QM* c'est-èKlirc n > f^p 

on aura aussi Aj, > C^ puis 

î^^ > M. 

Le temps ici est à la pluie, s'il en est de même à Paris, cela 
pourrait arranger bien des choses pour aujourd'hui. 

Votre afTectueusement dévoué. 

P.^S. — Veuiilei bien excuser ces quelques mots, j'aurais bien 
voulu vous parler d'autres choses encore* mais je suis fatigué et 
souffre plus que d'ordinaire de ma bronchite chronique. Cela me 

vient fort mal 4 propos, car j'ai sur le chantier certaines choses 

que je voudrais rapidement mener k bonne fin. 



Digitized by VjOOQIC 



959 cMLWMSHmtàMm »*BUtn r m •na.rjis. 



889. ^ HERMiTB A STIBLTJBS. 

!• Mal itfi. 



Mon cnm'AMii 
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En attendant, mon cher ami, de recevoir de vos nouTelles et cft 
vous envoyant, avec tout mes vœux pour un prompt rétablissement^ 
Fassurance de mon aflection la plus sincère et la plus dévouée. 

840. — HEBMltB A STiELTJES (>). 
Moa CBEa Ami, 

Je me reproche vivement d'avoir pu vous laisser supposer un 
seul moment que je mettais en doute voire .intérét| qui m*est 
depuis si longtemps acquis et que je n'ai cessé d'éprouvèri pour 
mon algèbre, mais il faut avouer que mon activité pour le travail \ ^ 

est bien médiocre et que je suis atteint d'une maladie que j'appel- 
lerai la pigritie. Je n'ai que des velléités de recherches, pour des 
questions faciles, et qui m'attachent si peu qu'elles changent con- 
tinuellement d'objet. En ce moment, c'est la formule d'Euler 

avec le reste, qui m'attire. Si je rencontre quelque chose et quand 
vous irei tout à fait bien, j'aurai recours à vos lumières qui m'ont 
été toujours si utiles.* 

- 841. — HEBMitE A STiELTJES. 

Paris» 7 jaia 189». 
Mon casa Ami, 

Je viçns recourir à votre obligeance et vous prier de m'envojer^ 
si vous l'aves conservée, une lettre remontant, je crois, à près de 
six mots, qui concernait les fonctions complètes de première et 

( > ) Nou dti édUeurê. *- Lettre es dsts iMsrtsIae : laodi i^" mal, oa !• aS, au 
la 3o. Il faoïble qa'il y ail qaelqaa leltxa éa Slialljct eatre la 10 auiî et la laitra MO. 



\ 
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«econde espèce, ainsi que le multiplicateuri dans la théorie de la 
iransformallon. II m*est impossible maintenant de me rappeler 

comment j'obtenais Tëgalité M» as #.*;, Ji > ni rien de ce qui m'est 
yvcnu & ridée, au moment où je vous ai écrit. Je sais seulement que 
Je comptais en faire usage pour un article destiné aux Annales, 
après avoir été en premier lieu à Prague, où je m'étais engagé & 
«nvojer une Note. C'est afin de ne point manquer a ce que j'ai 
promis que je viens vous prier de me sauver des conséquences de 
ma négligence, qui me fait complètement perdre de vue et oublier 
Ain petit résultat de calcul, obtenu non sans peine, en regrettant 
-ensuite avec amertume de n'jr avoir plus pensé. 

Avec tous mes vœux, mon cher ami, pour votre santé et l'assu* 
jrance de mon attachement le plus sincère et le plus dévoué. 



842. - STIELTJES A UERMiTE. 

Toulouse, 6 juin 1892. 
Cher Monsieum, 

Je saisis avec empressement l'occasion de vous rendre le petit 
«3rvice que vous me demandez. Je n'ai aucun mérite à cela puisque 
nos Annales en vont profiter. Seulement, comme je tiens beau- 
coup à garder vos lettres, j'espère que vous voudrez bien Vous 
contenter, au lieu des lettres mêmes, des extraits ci -joints, dont je 
garantis l'exactitude. 

J'avais espéré et cru que votre récent accident n'avait laissé 
iiucune trace et je vois avec douleur qu'il n'en est point ainsi. 

Quant à moi, n'ayez aucune inquiétude, je reprends peu à peu 
jnes forces, à ce point de sentir des velléités de reprendre active- 
jnent le travail, mais je dois me ménager encore un peu, el^la 
.préparation de mon Cours, trois leçons par semaine, c'est tout ce 

que je peux faire pour te moment. 

■••••*.•.•••••....•..*..•.••.•......••••...••*.....••......•.••...•.. 

Votre expression 

m'a intéressé beaucoup, et j^aurais voulu l'étudier de plus près. 11 
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fterait tfurtout inléréssanl d'obtenir celle expressioB fier une an»* 
Ijie directe, mtis cela eèt probablemenl estes diflicile el ceeké. 
J*aurâis voula aussi essayer si une analjrse semblable s'applique à 
Téqualion différentielle à laquelle satisfait la série bypergéomé- 
trique i{aL^ P» 9-frp» x) et dont la seconde intégrale devient aussi 
infinie comme logx pour s^sto. Mais ce sont des projets vagues 
seulement et je ne me sens pas assct dispos pour entreprendre ce 
travail pour le moment. 

Votre bien sincèrement dévoué. 



S4S. ^ HBRMtiTB A STiBLTJES. 

Paris, is i«ie iS^i. 
MoH cusa Ami, 

Après avoir passé une semaine dans ma famille k Nanej et k 
Flanville, d'où j'aurais dA vous écrirei j'ai trouvé k mon retour 
des aflaires sérieuses dont je sens tout le fardeau et qui ne me 
permettent guère de penser k l'Analyse. (7est k vous, k votre situa- 
tion de santé que je pense, aux suites du grand et pénible voyage 
dont vous aves eu à supporter les fatigues pour revenir à Toulouse, 
et je saisis l'occasion d'une distinction académique dont j'ai k vous 
faire part pour vous demander de vos nouvelles. 

J'en ai été extrêmement content^ mais sans avoir aucunement 
mérité la satisfactioii que j'ai éprouvée, et sans avoir l'ombre d'un 
droit à des remercîments de voire part. Ds doivent s'adresser k 
d'autres^ k ceux qui, d'un mouvement unanime et sans aucune 
délibération, vous ont, à l'unanimité, décerné pour l'ensemble de 
vos travaux mathématiques le prix Petit-Dormoy, en mettant 
votre nom à la suite des noms honorés d'Halphen, d'Appell et de 
Goursat. Je désirerais bien vivement que vous ressenties un peu 
de jplaisir k vous trouver dans leur compagnie, et, si j'ose le dire, 
que M"* Stieltjes éprouve un légitime orgueil, que vous repous- 
seres toujours loin de vous. 

En attendant de savoir si vous continues 'vos découvertes, qui 
m'intéressent tant, dans la théorie des fractions ieontinues, je vous 
confierai qu'à cause des préoccupations, et aussi de la paresse, je 
ne fais rien qui vaille. Je suCs tout juste au travail d'écolier que 
mes leçons m'imposent; ainsi, je me suis proposé, ce qui n'est pas 
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monter haut, de dëmonlrer que ^(x) = i — 2qcoê'^ +• • • est 

croissant avec j?deâ; = oàa7=Ken supposant, bien entendu, 
K et ¥J réels. £n pensant que peut-être vos dlèves y trouveront 
leur profit, voici mon petit raisonnement. On a 

le premier membre s'annule pour â? = o et ^ = K, sa dérivée 
j? — A'* sn*x a donc une racine dans l'intervalle, mais une seule et 
unique, sn'jr allant toujours en croissant avec x. La quantité 

-jj / A*' sn> X dx^ qui part de zéro pour aboutir a zéro en pas-* 

sant par un seul maximum, est donc toujours de même signe de 
a? = o a ;r ss K. On en conclut que gr-r c^ par conséquent, ^\x) 

ayant toujours le même signe, 6(x) varie dans le même sens et, 
par suite, croît, puisque 6(K) est plus grand que 6(o). 

Je remarque encore que, l'égalité 8njr=s — ^ donnant 

II(a;)ss^Ar6(j7)snâ?, on voit que H(â?) varie aussi en croissant 
entre Jes mêmes limites. 

Dans l'espérance^ mon cher ami, d'avoir bientôt des nouvelles 
de votre santé, et de les avoir bonnes, je vous renouvelle, avec 
mes vives félicitations, l'expression de mon affection la plus sincère 
et la plus dévouée. 



844. — HERMITE A STiELTJES. 

Paris, i4 Juin 1893. 
MoH CHEU Ami, 

Putsse-t-il réussir à vous rendre toutes vos forces en secondant la 
disposition favorable dans laquelle vous vous trouvez maintenant! 

Combien je voudrais coopérer à la préparation de voire cours 
et diminuer votre besogne en mettant à votre disposition ce que 
je fais dans le même but; l'entente me serait, je crois^ moins 
dtflicile avec vous qu'avec tout autre en raison de notre similitude 
analjrtique» 
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* A toal hasard, aoil pour Biainlenant ou plus-tard, void qvekpc 
clu»se de mes dernières leçons, dont je serais très satisfidi et très 
fier que vous poissiex tirer un pïsn parti, VL Raffjy mon maître de 
Confjfrences, m'ajant engagé à donner Téquation différentielle dn 
second ordre poiuTK et K', j'ai procédé de la mani^« suivante, 
pour éviter l*ennui de la différentiation par rapport an module. 
Ayant d'abord obtenu la série 

et je remarque que l'on a * 

••-<-)*--(a-*o-"[=T^-H-w- 

On peut donc écrire Ax{\—x)T{x)=f F(x)dx^ d'où la 

relation 

4P,l*(i-*)F'(*)l-F(*); 

elle subsiste si l'on change x en % -~-jp, d'où l'intégrale 

jrsGP(jr)-4-G'P(i^jr). 

Le retour à la variable k^ssx est immédiat et donne la relalion 
cherchée 

— as *^î 

çiais elle n'est ainsi obtenue qu*en supposant x^t^ condition 

de rigueur. J'en tire l'occasion de parler de coupures et de définir 

/• . ^ 
. , • comme une fonction uniforme 
. •(•-P)(i-*p) 

de X dans tout le plan, moins la partie positive de l'aiLc des 

abscisses, à partir de jtssi. Il s'ensuit que F(i — x) aura, de 

même, pour coupure la partie négative dn même axe, depuis l'ori- 

gîne. J'ajoute que les deux premières dérivées de l'intégrale se 
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trouveront définies -de la même manière; cela étant, Tégalité 

4D,ra?(i-.af)F'(*)]-F(*) 

ayant Heu, le long d'un segment de Taxe des x, de grandeur finie, 
le théorème de Rieroann montre qu'elle s'étend à tout le plan, avec 
les deux coupures. 

Demain je veux donner les expressions en produit de B(x)^ 
H{x)f et je partirai pour cela de la formule dont j'ai précédemment 
tiré les développements en séries simples de sno;, cnx, dnx et 

27-7^1 à savoir 

min.r 

aK H'(o)e(ar-t-w) ^y t» « 

"< ' ^ ' »in-j7(ttf-4-'iiiiK') 

J'en tire d'abord ce nouveau résultat : soit 

"^^^^ te ll(tol)ll(x) ' 

cette quantité, qui a pour période a K, devient infinie pour x = o, 
et n'est pas dcveloppable par la formule de Fourier; mais la diflTé- 

rence F(j;) — cot^> qui a aussi la période 3K, a pour â:r = o la 

valeur finie — -nr-j' On peut donc poser F(>) — cot ^ =ïA,|tf 

et ce développement aura lieu dans l'intervalle des deux parallèles 
aux distances 2K' de l'origine. Il est donc permis de changer x en 
x^iVJ et, comme on a ! 

COt-|r(jP-4-lK')as|i-7^j ra— l\l -4- a^« "^ -h...-^ tiÇ^tf » -t-.../, 

qe » —I 
puis aussi 






et, par conséquent, 



F(#-l-iK')-r"ïTr2 



«/1CX 



€ 



•in— sr(tt>-i-in«K') 
IL 17 
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on obtient, en égalant les coeflSeientt de e * , ces relations où je 
suppose il positif 



•••ir 



i . " fia— »(••-»- iiuK') 

sia— » 
ÏK 

A^f— — :r^^ 

tiaJ|^(«ft-»»') 

Ettes donnent, si l'on désigne par s; + If oon — i,SQivantqn*on 
a n >• o, Ji= 0| Il < o, 

A. s cet ^ (m + sai K') H- tt, 

et, cela étant, l'égalité F(jp)— cot^ s=SA«e ^ conduit, en 

faisant Jt =s o, à la formnle qui va me servir 

< ! 

lut^nnt entra les limites qoekonques w et «, j'en tira d'abord 









d'où, après avoir changé j? en « + «s. 



H( 






L'exponentieUe disparÉtt dans les produiu des (acteurs où ji a — • 
des valeurs égales et de signes contraires ; on trouve, par suite, au 
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moyen de rëgaliié 2 sina sinfr = cos{a — b) — cos(a 4- 6), 

nnnîK' 

M(to) "* " 

el comme on a 






C09 TT—r =s î—» 

on obtient 



ll(jp. 



ll(w) "~ . 1CW XI I ,. i:'t» ^^ r 

Etc., etc. 

Je ne puis assez vous remercier de la peine que vous avez prise 
pour me tirer d'embarras et me sortir d'aniiété en me faisant 
retrouver ce qoe j'avais perdu et oublie; j'aurais presque envie de 
vous citer l'Évangile de Saint Luc, Chapitre XV, versets 5 et 6; 
les Annales en profiteront. 

En attendant, croyez-moi toujours, mon cher ami, votre bien 
afTectueusement dévoue. 

P.^S. — J'ai obtenu que Wcierstrass soit sur la liste des candidats 
pour la place d'Associé étranger; j'ai fait le rapport sur ses travaux. 



345. — HERMiTE A STIELTJES. 

Pari», i5 juillet 1893. 
Moif cHKn Ami, 

Permettez-moi de vous rériamcr cravancc* de vouloir bien, vous 
et tous les vôtres, si vous venez à Paris avec M*"* Stieltjcs, venir 
dfner à la maison, le premier mardi que vous passerez auprès de 
nous.. Je ne puis vous dire au juste quand je serai revenu de 
Lorraine, oCi je vais passer les vacances, sans aller a Barèges, dont 
je ne me suis pas bien trouvé l'année dernière. Vous savez que le 
monde scientifique allonge tant qu'il peut ce temps bienheureux 
des vacances, et c'est a peine si l'on commence à rentrer au 
commencement d'octobre. L'Académie est déjà délaissée, je ne vois 
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plus M* BrôwQ-Séquardy el il serait iMimamm impossible de pro* 
céder k l'élection d*Appell| en remplacement de M. Bonnet, le 
nombre des votants étant bien au-dessous de la limité réglementaire, 

Tenei compte, si vous désirei voir vos amis matbématiqnes et 
astfonomiquesi M. Darboux, M. Tisserand, etc., de ce besoin de 
ne rentrer que le plus tard possible; pour moi, je vous écrirai, de 
Flanvilie, ce que je fais, ce que je deviens et k quoi je travaille, si 
je retrouve un peu de courage pour me mettre k Touvrage. 

En ce moment, je termine la rédaction, qui a traîné longtemps, 
d'une Note elliptique pour une nouvelle édition du Cours de la m 
Faculté de Serret, qui m'a été demandée par 'M** Serret; j'ai enfin ' 
envoyé k Prague un article destiné, en fait, aux Annales de Tou^ 
louse, grAce à votre bonne obligeance qui m'a permis de retrouver 
mes idées perdues. 

En attendant d'en avoir votre opinion et, s'il j a lieu, vos obser- 
vations, je vous renouvelle, avec tous mes vœux pour votre retour 
à une bonne santé et k votre travail, l'assurance de mon aflection 
la plus dévouée. 

S46. — UERMiTE A STIELTJES, 

FlMvîlle fu W^JMwills (LsnraUt), i) tcpCcaibfc iSga. 

Mon caaa Ami, 

J'avais espéré apprendre comment vous passes le temps des 
vacances et savoir par une lettre d'Arcachon que vous aves réalisé 
votre projet de vous reposer au bord de la mer des fatigues de 
l'année, en attendant de me donner l'occasion de vous voir à Paris 
au commencement d'octobre. Mais rien ne m'arrive, et, pour avoir 
de vos nouvelles, je viens me rappeler k votre souvenir et vous 
entretenir de moi. (7est cependant peu de choses k vous dire, car 
je ne fais rien, absolument rien, sous le ciel de la Lorraine, que 
de lire et de paresser. Je me trouve au milieu des souvenirs de la 
guerre de 1870,, que rappellent sans cesse, dans mes promenades, 
les multitudes de tombes où les vainqueurs et les vaincus dorment 
leur dernier sommeil. 
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Mon travail, à peu près iiiil, ne me distrait pas, je n^ai fait que 
corriger les épreuves d'un article envoyé à Prague, et tenter 
quelque chose, toujours dans le domaine elliptique. Mais j'ai 
encore relu votre Mémoire sur le développement de logr(a); 
vous savez le grand intérêt que j'y attache et je ne manquerai pas 
de faire ressortir les beaux et importants résultats que vous avec 
obtenus, dans le rapport sur vos titres, que j'aurai à faire, à Focca- 
sion de la présentation des candidats ù la place de M. Ossian Bonnet 
dans la Section de Géométrie. Jusqu'ici, m'élant surtout préoccupt; 
de la fonction r(a), je n'avais pas suffisamment étudié le para- 
graphe 10 de ce Mémoire, d'une portée plus générale et qui me 
semble extrêmement beau. I^ formule de Binet, que vous aviez 
en vue e1 a laquelle vous parvenez par une méthode si originale, 
ne sera certainement pas la seule conséquence à tirer de l'expres- 
sion 






qui appartient à la théorie des fonctions, dans le sens analytique 
le plus étendu. 

Et combien d'autres belles choses n'aurais-je pas à faire valoir, 
sur tant de questions que vous avez traitées, dont plusieurs, 
comme celle sur la variation de la densité à l'intérieur de la Terre, 
sont en dehors de ma compétence I Je ne me ra])pelle pas en ce 
moment si vous avez publié des articles dans les Annales de 
i' École Normale supérieure; je pense devoir surtout recourir 
y au Journal de Malhémaliques de M. Jordan, au Bulletin de 
M. Darboux, et aux Comptes rendus. En vous priant de m'indi- 
quer ceux de vos Mémoires sur lesquels vous pouvez désirer que 
j'insiste davantage dans le rapport qui sera lu à l'Académie, et 
dans l'espoir que je recevrai bientôt de bonnes nouvelles de vous, 
comme je les désire, je vous envoie, moucher ami, tous mes vœux 
pour votre, santé, avec l'assurance de mon plus sincère et aflec* 
tueux dévouement. 
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84T. — STIBLNBS A HBMiiTB. 

Chba Mo«sini| 

Voua aves bien raison de me reprocker mon long silence el je 
vais essayer de réagir contre Tespèce de torpeur qui m*a envahi. 
Pendant les examens diHl>accalauréat, j*ai été appelé en Hollande 
par des nouveUes très inquiétantes sur la santé de ma mère* Hébsl 
je suis arrivé quelques keures trop tard. Cette grande perte était 
bien imprévue; Tannée dernière je Tavais trouvée en asseï mau* 
vais état de santé, mais cet hiver et plus tard nous avions toujours 
reçu de bonnes nouvelles de sa santé. Même à peine quelques 
semaines avant sa mort, elle avait fait un petit voyage à Maestricht 
et à Liège pour revoir d'anciens amis, et j*avais compté lui faire 
plaisir en lui apprenant b décisic n de FAcadémie pour le prix 
Lecomte. Mais c'était trop tard, le jour même où j'ai écrit elle 
était frappée par une attaque qui l'a laissée sans connaissance. 

J'ai perdu mon père bien avant, en 1878; cette date est, pour 
moi, la fin d'une jeunesse heureuse; la période qui l'a suivie a été 
bien plus tourmentée et pas sans difficultés. 

Pai été très touché en apprenant que vous reliseï mes Mémoires 
et que vous crojes que j'ai, à un degré quelconque, des titres k être 
signalé dans une candidature k l'Académie. Mais vraiment, mon- 
sieur, je crains que vôtre partialité envers moi ne vous entraîne 
trop; cependant j'j vois une nouvelle marque de votre amitié. Je 
vous dirai donc, sur votre demande, que j'attache quelque pri^ k 
une Note publiée dans lesAeta (t. VI, je crois) sur les polynômes 
qui satisfont k une équation linéaire 

A(*)y -H a B(m)y^ C(jr)^ « o, 

A(x), B(x) étant des polynômes donnés des degrés /» et /» — 1 
respectivement, C{x) étant un polynôme convenablement choisi. 
' C'est M. Heine qui les a introduits et, plus particulièrement, les 
polynômes de Lamé. 

Si je ne me trompe pas, la remarque que j'ai faite a échappé à 
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M. Kronecker. Vous pouvez lire, en eflet, dans le Tome I du 
TraiuS de M. Heine sur les fonctions sphëriques (a* édition) que 
M. Kronecker a ajouté une Note à la Communication de M. Heine 
lorsque celui-ci a présenté son iravail à l'Académie de Berlin. 
Dans cette Note, M. Kronecker cherche aussi à déterminer direc- 
tement les racines x%^ Xt^ . . . , j?iy de j^ =s o en posant 

Il remarque qu'on obtient le système d'équations algébriques 

(0 A(jrA)^^H-aB(j-A)/i,«o (Â- « i ,-i, 3 n\ 

et ajoute qu'on peut tirer de lÀ quelques-uns des résultats de • 

M. Heine. 

Ce que j'ai fait c'est simplement ajouter cette observation qu'en 

posant 

B(jr> g| ^ . «^ 

•7-7—7 — A ' "T* . • . *T" £j 9 

K(9) «?— pi * — Pi» 

le système (1) peut s'écrire 

«1 . . «j» . J . 



(I-) 



*i>— Pi *it— Pj, Xk — «I 

^ — î — + — î — ^ 



puisque pour â? = a?* 



_l^ 


1 




••' ir^ 


"■— 


Xm 


1 




H-. 



devient égal à 



{^i. 



'■»'i 



Or le système (1') admet une simple interprétation mécanique 
(position d'équilibre d'un certain système ou, ce qui revient au 
même, condition .de maximum d'un certain potentiel), d'où l'on 
peut conclure immédiatement l'existence et les propriétés des 
solutions. Le théorème obtenu ainsi est une généralisation d'un 
autre que M. Klein avait obtenu auparavant par une métliode toute 
différente et qui ne s'applique pas & ma généralisation. 

Je ne me rappelle pas en ce moment si la Note de M. Kronecker 



Digitized by VjOOQIC 



a été imprimée dans les MonaJUbenekU à la suite do liavail de 
M. Heinei je crois que oui ; mais, ea toot cas, M. Heine Ta rappelée 
dans son Traité. 

(Tai vn ces jours-ci^ dans on Coors autographié de M. Klein, 
dont je dois la connaissance à nn de mes anciens élèves, M. Bourget, 
qui a été à Gôttingoe pendant 5 mois, que celui-ci a reproduit mon 
analjse dans son G>urs. 

Je n'ai guère travaillé ici, c*est seulement depuis quelques jours 
que j'ai réfléchi de nouveau sur ma fraction continue, avec le seul 
résultat de retrouver, avec un peu de peine et pas tout k fait, ce 
» que je savais déji et ce que j'ai déjà rédigé à Toulouse. En quittant 
la HoUande je suis arrivé directement ici sans repasser par Ton* 
louse, en sorte que je n'ai ni mes livres, ni mes papiers. 

Nous partirons d'ici le 3o septembre pour rentrer à Toulouse et 
je me propose de faire ensuite le vojage à Paris dans h seconde 
moitié du mois d'octobre. J'espère alors vous revoir en bonne santé, 
c'est là' ce que je souhaite le plus. 

Veuilles bien me croire votre très aflectueusement dévoué. 

P.^S. — J'espère que vous n'oublierei pas de nous donner 
votre article elliptique de Prague pour les Annales. 



S48. -* UBRMtTB A 8T1ELTJSS. 
Flaavills ^r Noiitevills (LonaiBc)» «7 ■ey Ui bt s lêss. 

Mon cnaa Ami, 

^î J'ai eu, comme vous, le malheur de perdre ma mère sans avoir 
pu assister à ses derniers moments, elle nous a été enlevée après 
une courte maladie qui n'avait pu faire présumer une issue fatale, 
et c'est avec le souvenir qui me reste toujours de ce grand chagrin 
que je prends la part la plus sincère au vôtre. Le nom de Monsieur 
votre père m'avait été connu par un Article publié dans la Reçue 
des deux Mondes, où était exposée la grande question du dessè- 
chement des lacs de la Hollande, et à propos du Zuidersée, si mes 
souvenirs ne sont pas infidèles. Quel dommage que tous deux 
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n'aient pu vous voir parvenu â la silualion scientifique élevée que 
vos travaux vous ont acquise ! 

Ne m'attribuez pas un rôle que je n'ai eu à aucun degré, sauf 
par un consentement donné avec grand plaisir, dans la décision 
de la section de Géométrie, qui n'a fait qu'un acte de justice en 
vous mettant au nombre des candidats qu'elle présente à l'Aca- 
démie des Sciences pour la place vacaiitc par la mort de M. Ossian 
Bonnet. 

A la (in de la première semaine d'octobre, je suis revenu â Paris, 
pour étudier le Mémoire des Acia sur les poljnomes de Heine, 
que je vous remercie bien de m'avoir signalé, et tous vos autres 
travaux; et je vous attends, mon clier ami, aussittU votre arrivée, 
en vous requérant de nous donner pour diner chez M"* Ilermite 
le premier mardi que vous serez à Paris, et en espérant que vous 
ne serez pas seul. J'espère aussi et désire bien vivement apprendre, 
en vous vojant, qu'Arcachon vous a rendu vos forces; c'est le vœu 
que je vous exprime de tout cœur, en vous renouvelant l'assurance 
de mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 

849. - STiELTJES A H ERMITE. 

Toulouse, ao octobre 189a. 
Chf.r Monsieur, 

J'ai beaucoup profité de notre séjour à Arcachon et mon mé- 
decin a été très satisfait de mon état générât aussi bien que de l'étal 
de la poitrine. 

Mais je ne veux plus parler de ces misères, et je tiens à vous 
montrer que je ne suis pas encore tout à fait malade et qu'il y reste 
quelque chose de sain. J'énonce donc cette proposition concernant 
la fraction continue 

(-' — ' —, 

«.+ . 



. •■+• ' 
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où «1, Htf A»f • •'• soDl des nombres réeb et positifs leb que la 
série 



est eonyergeotl Soient Jsig ^ -!-. ^J = — ^i~i 
réduites. Je dis que l'on a 



• • les 



liaiP,.(jr) -^(*) (ii-«). 

lim Pt»M(âr) e/it(') (* - •)• 
UmQ,»«.|(jr)»9i(4r) (n»«), 

^(^)t 9(')t /'•(^X 9«(^} ^^<uA^ quatre fonclioiu liolonM>rplies 
dans tout le plan (x ayant une valeur quelconque réelle ou ima- 
ginaire). Identiquement on a 

k cause de Tidentité 

"■ Pi»-i(^)Qt-(*) — Pt.(*)Qt«^i(jr)«-»-i. 

La démonstration est très simple. Considérons d'abord b fonc- 
tion continue 

1 



(H) 



Ai-f- 



^-îrir 



où 6« est réel positif. A cause des relations 
P»*i *= ^«-n P« -♦- P«-lt 

on voit d'abord que 

Qi<;xà^<^t<Qv... (deai«me|i8^btP«). 

Qi<Q%<Q.<Qt.-., 
puis 

Fi et Q,< 1-4-6., 

Pt et Qt<(i-*-A,)(i-h6,), 

Pt et Qi<(i4.*,)(iH.6,)(i + *,). 
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Or, si^b„ est finie, il en csl de même de 1T(ï -H à^)] donc, 

m 

en supposant la série 2^« convergente, Q,«, Qa^.i, tout en aug- 

I 
mentant constamment, ne pourront croître au delà de toute limite 
et tendront vers des limites finies. De m<ime pour P,,,, Pan.i. 

Si j'applique ceci à la fraction continue (I) je dois supposer 
d'abord x réel et positif et j'ai alors, par exemple, 

lim Pi«(af) =/>(>) (/!:»<»), 
mais on peut écrire 

N 



OU 



La question de savoir si ^911(0?) (x étant quelconque) tend vers 
une limite revient donc a savoir si la série 

t 

est convergente ou non. Or je dis qu'elle est absolument conver- 
gente. En efl'et, les P(^) sont des poljnomes en x k coefficients 
réels et positifs. Si je remplace x par son module p, la série 

m 

t 

est certainement convergente, d'après ce qui a été dit plus liuiit, et 

la somme est 

lîmPsA(p)s/>(p). 

Cette série (1) est donc absolument convergente, et il est facile 
de voir que dans tout domaine fini elle l'est aussi uniformément. 
On en conclut en toute rigueur 

lim P,n(jr) «/>(*), 
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et celte fonction p{x) esi holonaorphe dans toul le plaa el peul te 
mettre sous la forme 

Les C{ sont-rédb positifs, ce sont des sommes de certaines 
séries formées avec les a|. De même pour Qiji(')f ^un-ti^h 

Une étude plus détaillée montre qu'on a aussi 

,(.).C{.-Hi)(.-.i)(.*;i)..., 

^.,.c(..^)(..i)(..i).... 

9(JP> Jr-HJt| JT-fr-Mf *-*•«» 

Nji réel positif. U y a des formules analogues pour p%{»)t 9i(^)* 

Votre très sincèrement dévoué. 

MO. - HEHMtTE A STiBLTJES. 

Mon GHKa Ami, 

Vous êtes un merveilleux géomètre, les recherclies nouvelles sur 
les fractions continues algébriques que vous me communiquem 
sont un modèle d'invention et. d'élégance ; ni Gauss, ni Jacobi ne 
m*ont jamais causé plus de plaisir, et je vous envoie mes vives féli- 
citations, en vous demandant si je dois publier, dans les Compies 
rendus, ia partie mathématique de votre lettre. Pourquoi, malbeu- 
reusement, faut-il que je renonce au plaisir de vous voir et de vous 
avoir pour causer et dfner.ensemble avec les enfants et les petits- 
enfants I Votre grande activité intellectuelle est un témoignage 
certain de votre force intérieure, et j'ai Tentière confiance que le 
mal dont vous souflrei sera vaincu sous la nouvelle forme qu'il 
vient de prendre. J'avais compté vous donner, vous remettre en 
main, la Note de Prague, que vous m'aves demandée pour les 
Annales, je vous l'envoie, puisque, à mon grand regret, vous ne 
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\enez pas. Elle est ëcourtée, je me suis arrélé à moitié chemin, 
par paresse, par lâcheté, en remettant a un autre moment la for* 
mation par une méthode pareille à celle de Sonke, pour les équa- 
tions modulaires, des équations entre la quantité que j'ai nommée 
N et le module. 

Peut-être voUs ai-je dit qu*à la demande de M"**Serret je réédite 
mon ancienne Note elliptique, de Lacroix. M. Gauthier-Villars la 
publiera dans une nouvelle édition du Cours de Calcul différentiel 
et intégral de Serret ; en ce moment j'en termine la rédaction. J'y ai 
donné le théorème pour l'addition des arguments dans la fonction 
( = f (:r), définie par l'égalité 






où I\(i) est un polynôme quelconque du* quatrième degré, sous 
cette forme 

!iy'(<f) yY<i-4- v)-f-y'(Vy> 

Supposons, par exemple, que ^(j?) soit une fonction impaire et 
faisons a == o, les deux premiers termes se détruisent et il vient 

^ix-^jr)^"" 9{y) — 9(T) "*■ 9(x)'h^ir)' 
J*ai remarqué qu'on en conclut 

on à aussi 

et| en supposant, 

m(at)vsnnx. — ? -j — f 
^^ ' ' en» dnj: 

on obtient les formules concernant sn(a?4-j^), cn(x4-J^)» 
dn(x4-^). Mais le plus intéressant est d'en tirer p{x+}r)j il 
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faul pour eela prendre a inlmmieiil petit, je tnwve ainsi 

-P(»)-^PCr)-7;I>liogIp(jr)-.pOr)l-;DJIogIp(jr)-.p(r)l. 
puis 

Je ne puis sortir du domaine elliptique; là où la ehèvre est 

atuchée, dit le proveriie, il fiiul qu'elle broute- 
Dans Tatlenle des nonveUes de irotre sanlé et avec Tassurance 

de mon entier dévouement. 

S5i. --^STIELTJES A UEBMtTB. 

TMilMue, sS •ctabffc iSg». 
Cnsm MonsiBini, 

J'ai reçu avec la plus grande satisfaction votre Article sur la 
transformation des fonctions elliptiques et il sera imprimé le plus 
t6t possible dans nos Annales. C'est avec regret que, trop occupé 
par la rédaction de mon Mémoire sur les fractions continues, je 
renonce ppur le moment i la recbercbe de la généralisation de 
votre formule 

Na— aib*M* 1 

dans le cas de la transfonnation cubique. Puis aussi, comme vous 
le dites, il 7 e lieu de chercher des moyens méthodiques pour 
obtenir l'équation dont dépend N, et les développements suivant 
les puissances de g. 

J'ai vu aussi avec intérêt votre forme générale du théorème 
d'addition, mais je n'ai pas pu deviner tout de suite la source d'où 
elle découle et j'attendrai donc votre Mémoire, 

En vous écrivant ma dernière lettre, je ne pensais pas le moins 
du monde à une publication dans les Complet rendus. Aussi 
l'ai-je écrite un peu vite et je n'oserais pas la publier telle quelle, 
car la rédaction doit être peu soignée. Mais, comme je ne suis pas 
moins attaché que vous, je suis bien obligé de revenir à ma liraction 
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Je me suis proposé dVIucider complètement la nature de cette 
fraction continue dans le cas où les a/ sont des nombres réels 
positifs. 

Deux cas sont à distinguer, selon que la série y^an est conver- 

génie ou divergente. Le premier cas est de beaucoup le plus 
facile à traiter et, dans ma lettr^, j'ai donné déjà le résultai 
essentiel; il j a deux limites 

011 les/?, ^, /?!, q% sont des fonctions holomorphes 

Dans le second cas, où la série ^a^i est divergente, le résultat 

I 
est aussi simple, mais, pour Ténoncer dans toute sa simplicité, il 

faut d*abord quelques préliminaires, il est nécessaire d^élargir un 

peu la notion de l'intégrale définie. En me nsservant d'3' revenir 

dans une autre lettre, je me contenterai de dire que la fraction 

continue est convergente (il n'y a pas lieu de distinguer les i*c- 

duites d'ordre pair et impair) dans tout le plan, excepté la partie 

négative de Taxe réel. C'est le, en général, une ligne singulière^ 

et il est impossible de continuer la fonction analytique en fran* 

chissant cette ligue. Mais ce qui est surtout remarquable c'est la 

forme analytique sous forme d'intégrale définie qu'on peut donner 

& cette fonction et dont je parlerai plus loin. 

Mais je reviens un instant au premier cas, traité dans ma lettre 
précédente. 

D'abord la différence des deux limites 
P\(x) p(x) 



qi(af) q(») . q(x)q^(j;) 
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est une fonction qoi décrott plus npidement qu'aueane 
native de x (supposé réd positif). En effet, ^{x) el ç%{x) soni 

m 

de la forme ^c# Jp^> où Cji>o, el ces fonctions croissent donc 

pluis rapidement que loule puissance positive de jp, tout comme e*. 

U s*ensuit que les dérdoppemenls asympiotiçueê de ^Y\ ^ ^ 

^'1^1 » suivant les puissances natives de x, sont les mêmes, et Pon 

obtient ce développement directement par le développement de la 

jfiraction continue F = : + -%*-•••• les coefBcients étant 

des fonctions rationnelles des a«* De ce fait que ^, : et ^ . , 

donnent le même développement asjmptotique, je conclus Texis- 
tence des fonctions g{x) telles que 



X 



'^(âr)dr««£r»o (pour « » o, 1, a, ..♦,•). 



dont j'ai parlé une antre fois. 

En effet on a (décomposition en fractions simples) 

p(x) M| ' Mt M, 

y(jr) jr + «t| x + att ar-t-JWf **** 

ce qu'on peut écrire 

y(*) ^ ^-^^ qt(x) J^ M-hm 

f (m), fi(if) étant des fonctions décroissantes discontinues définies- 
ainsi 

f(ai)sM|H-lft-»-Ms-4-...^.M»-«-... (a <m<mg\ 
f(ii)— Ms-|....^M«H-... (jNt<ai<Mt)» 
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Ici iutervient la gënëralisaUon de rîntëgrale définie à laquelle 
j^ai fait allusion plus haut : f (x) étant une fonction qui varie 
toujours dans le même sens (mais qui peut ne pas admettre de 
dérivée et même avoir des discontinuités dans tout intervalle) 
on pose 

f Ax)dff(m)n.\im\ /({,) fç(x,) -ç(a)l 
-^/(«O [?(*•) -?(^.)1 



-/(U-i)[9('»-i)-?(««-t)] 



I Ici a, Xi y â?t9 • • • t Xiy.i9 à vont en croissant de telle manière 
|, que les intervalles tendent vers séro, puis Ik ^st compris entre 
JPk-i et Xk (x. = a, j:« = b). 

Maintenant, puisque ^.^ » Piy^) donnent le même développe- 

menl asymptotique, qu'on obtient en chaque cas, en écrivant dans 
les intégrales 

X -i- u X T* jr* * ' * ' 
on en conclut 

Par une intégration par parties [puisque u'*9(u) s'annule pour 
H = 9o] on en conclut aussi 

J U^^{u)dumMj U»fft(u)du (abO, l,ft, 3, ...)« 

en sorte qiie/(ff) ss cp(€i) — f , (u) est une fonction telle que 
/ ««/(«) i/« a o (a»o, I, a, 3, ...)• 

Cette fonction est discontinue, mais si Ton veut avoir une fonc- 
lion continue il suffit de poser 

II. DigitizedbyCrtDOgle 



Une- intégnition par jpuiies donnen encore 



r 



ii*4>(M)^ai«*e» 



et f( II) est une fonction continue. 

Puisque j'ai introduit déjà la généralisation de la notion d'inté- 
grale définie, je peux maintenant aussi énoncer le résnlut daps le 

m 

second cas, où la série Va« est divergente. La fraction continue 
est alors égale à 

c'est-A-dirCi c'est une fonction holomorphe dans lout le plan 
excepté sur la ligne singulière, f (ii) est une fonction décroissante, 
mais qui, en général, n'admet pas de dérivée et qui aura des 
discontinuités dans tout intervalle* 

. Vous vojesque le résultat dans les deux cas est pareil; seule- 
ment, dans le premier cas, il j a deux limites, et la fonction f{u) 
est constante par intervalles, en sorte que l'intégrale se décompose 
dans une série telle que 

Ml . Mf . 



Ainsi, à chaque série de nombres positifs 

formant une série divergente, correspond une fonction décrois- 
sante ?(ii) parfaitement déterminée. 

Dans une autre lettre je présenterai ce résultat encore sous une 
autre forme très lucide. 

J'ai dit que la partie négative de l'axe des s est une ligne singu- 
lière essentielle. Cela est le cas général lorsque les a« sont, pour 
ainsi dire, pris au hasard. Malheureusement, dans les exemples, 
il faut bien adopter pour les a« quelque loi simple et cela entraine 
presque toujours que, au lieu d'une véritable ligne singulière, 
on n'obtient qu'une coupure artijlcielle; cela tient à ce que o(u) 
ne présente pas le caractère général d'avoir des sauts brusques 
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dans tout inlervalle. 


Prenons, pai 


■ exemple, la fraction continue 


périodique 


P 






9 




p 


• 




■1" a^ ■ 


9 . 






P '■ 






on a ICI 








«.-i. 


«t=Ç. 




«»" J' 


«*=f!' 




«»='^» 


«•-^î 



la série ai4»as+<St+*** est toujours divergente, car, dans le 

cas/? ^9, la série 

« I H- «j -h «»•+-... 

est divergente ét^ dans le cas p^q^ la série 

est divergente. 
Je traiterai ici seulement le cas p<q* 
Posons 

et prenons 

la fraction continue est égale à 

^(x -^ 9l){x -^ ^) — /«^ — r 
nx 

et, sous la forme d'intégrale définie d'après le théorème général 
I i^— ^fOna 

i 'r^ /(M-«)(P-«) du 

Vous voyez que ff{u) est constante dans les intervalles (o, a), 
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Mais j'abuse de yolie pelience el voos derea m*a¥oir laisié defioia 
longtemps. 

La théorie des fonctions elliptiques peut-elle donner un exemple 
de ma théorie où la fonction f{u) est réellement discontinue dans 
tout intervalle? Cest ce que j'aurais i examiner, mais j'ai peu 
d'esppir que cette incursion dans votre domaine soit suivie de 
succès. Depuis quelques jours, je souflre moins et je me porte 
mieux. ^ 

Crojea-moi toujours votre bien affectueusement dévoué. 



S5t. <- HERMtTE A STtELTJES. 

Parte, >6 octobre iSiya. 
Mov cnsa Ami, 



Je suis tout occupé de vous, du rapport sur vos travaux que je 
lirai i l'Académie au G>mité secret de lundi. La Section de Géo* 
métrie présente en première ligne M. Appell et vous êtes avec 
d'autres en seconde ligne, sans classement, par ordre alphabétique. 

J'ai recueilli sur vous des louanges unanimes dont vous me per* 
mettres de me faire l'écho, en vous signalant particulièrement 
celles que j'ai entendues de M. Poincaré, qui est un bon juge. Il 
me faut ajourner à un moment où je serai moins occupé à rédiger 
pour vous parier de votre dernière Communication, qui est au 
niveau de la précédente et m'a extrêmement intéressé. 

Peut-être aurais-je à vous demander plus de détails nu sujet de 
votre expression originale 



•« 



Ne doit-on pas lire 



£(f) r 



?(«) 



Vota» «ves déjà introflait, «t avec le plus gnnd succès, «ne lbiie> 

Digitized byCjOOQlC 



LBTTIR 353. 177 

iion discontinue sous un signe d'intégration dans votre démonstra- 
tion si rapide et si élégante de la transcendance du nombre e, et 
j'attache le plus grand prix & Textcnsion que vous donnez à la 
notion de Tîntégrale définie. Mais ne faut-il pas de nouveau écrire 

/ f{^)^{^)dx au lieu de / f{x)d^{x)t Pardonnez-moi ces 

requêtes, je ne sais pas donner une suffisante attention à deux 
olijris différents, en même temps; ne doutez pas cependant qu'une 
fois débarrassé de mon labeur présent, je ne reporte, sur l'étude 
des notions élémentaires nouvelles que vous a suggérée votre 
théorie des fractions conlinues algébriques, toute l'attention dont 
je suis capable. La coupure artificielle ou essentielle & laquelle 
vous êtes amené est un fait analytique bien remarquable, et vous 
aurez certainement fait des fractions continues, comme vous les 
traitez, un des plus intéressants chapitres de l'Analjse. 

Dans l'espérance, mon cher ami, que 

et en vous renouvelant, avec mes félicitations pour vos nouvelles 
découvertes, l'assurance de mon plus sincère attachement. 

868. — STŒLTJES A HERMtTE. 

Toalottse» i3 nofembre 1891. 
GiiRR Monsieur, 

Quoique je n'aie pu m'empécherde le trouver peu mérité, j'ai été 
cependant très touché du gmnd honneur qu'on m'a fait en me 
présentant en seconde ligne pour la place laissée vacante par la 
mort de M. Ossian Bonnet. Veuillez bien, si l'occasion se présente, 
exprimer aussi à vos collègues de la Section de Géométrie ma 
profonde reconnaissance. 

Une des propriétés les plus remarquables des réduites P^ \ Q* 
de la fraction continue 



a,4- p 



Digitized by VjOOQIC 



esl celle-ei. Considères une équation Pjtsso cm Q«sso» Set i 
•ont réeOes, inégales el tontes négatiyes; on peut les considérer 
évidemment comme fonctions des tf|| tfst •••• Or, si X| est nne 

racinci je dis qn*on a toujours jz^aO. 

En général, lorsqu'une équation /{s)ss o du degré m a toutes 
ses racines réelles, il iaut, pour séparer les racines, résoudre une 
équation du degré n — i , fi^) as o et quelquefois on peut rem* 
placer cette équation f{x) = o par une autre du même degré. 
Ainsi, dans le cas actuel, les racines de Q«sso sont séparées par 
celles de P|i=o. Biais il est fort remarquable que, dans le cas 
actuel, on peut simpliBer encore. Si Féquation dont on Teut sé- 
parer les racines est du degré n [comme par exemple QtJtC') =<^]f 
on peut eflectuer cette séparation en résolvant deux égaaiions 
dont la somme des degrés est seulement n — i • Ainsi, par exemple, 
les racines de Téquation QtaH.t«(^) s= o du degré m + 11 sont 
séparées par les racines de Téquatimi du degré ipt •{- it — • 1 

Ici Qt«(^) Mt du degré m, puis F/*H') ^^ degré n — 1. Ce 
poljnome PJJSr'(^) est ce que devient Pt«(') lorsqu'on remplace 
ai par a^m^ dans 

^VKx) __ I 






(-•-t-*--. 



At«M4«-l' •4- 



^tm*%m 



Cest à l'aide de ce théorème que l'on démontre la propriété 
mentionnée d'abord t-^^o. 

J'ai appliqué cela aux poljnômes de Legendre. En prenant 
a^ss ~9 a^^i as an + 1» la fraction continue est [égale i] 

et le dénominateur Qtji(jr) est égal i X«(ax + 1). Je trouve ainsi 
que, pour m^ n, les racines de l'équation Xm^s o sont séparées 
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par celles de XmRm-ff=o, ici Rm-n ^^^ un poljnome du degnS 
m — n — I qu'on peut calculer d'après les formules 

m* 

Ix>rsque m et n sont impairs, Tëquation X|vKm-/i=o a une 

racine double j? s= o et \m= o admet cette même valeur commr 

' racine simple. Il faut considérer alors une de ces deux racines 

x=zo de \m^m^H=^o commc infiniment petite positive, l'autre 

comme infiniment petite négative. 

' ' ^ Du reste, toute racine commune à \m^= o et X|, = o doit être 

"" aussi racine de nM-M== o, mais je ri*ois que cela n'arrive que |)Our 

â? = o et peut-être, en poussant un peu plus loin cette étude, on 

pourrait le démontrer. Je n'ai pas encore examiné avec attention 

ces applications particuIicVes. 

Désignons par a, «', a', . . . les Vacines de Q2in(j7) = o, par 

P, P', P", ... les racines de I%V"^(j:) = o; alors, d'après ce qui a 

été dit plus haut, on trouve, dans chacun des m-^n — i intcr- 

f valles formés par les racines de QtM+9ii(^) = Ot une et une seule 

racine a ou p. Mais on ne peut pas dire a priori comment les 

racines a et ^ se distribuent dans les divers intervalles (ce serait 

I trop beau) et, si Ton fait varier les ai (tout en restant positifs), 

cette distribution des a ou P peut changer; cependant, jamais deux a 

ne sont égaux, ni deux p. Ainsi, c'est seulement une racine a qui 

peut devenir égale a une racine p; mais alors ces deux racines se 

V \ . confondent en même temps avec une racine de i^^m^ini^) =^ ^* 

Ainsi, si j?a.i, Xkf J7a^i sont trois racines consécutives de 

\ 

QtM4-tM = O, 

l'intervalle (xa.i , Xi,) renfermant une racine oc, l'intervalle (xa, Xk^i) 
une racine P, alors, en faisant varier les â/, la racine a peut passer 
dans l'intervalle (Xkj Xk^t)j mais alors, en ménie temps j la racine ^ 
^ passera dans l'intervalle (xa-i» Xk). A un moment donné, les ra- 
cines a et p se confondent avec la racine Xk* C'est ce cas excep- 
tionnel qui se présentait tout à' l'heure pour la racine zéro dans 
le cas de Xin= o (*). 

(*) Nciê éêê édiiêuti, — Lt fla de le lettre iiiêaque. 
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9 

Cher BfoMsuiiiai 

Permetm-ffioi de corriger «ne erreur qui s'esl glinée par îbmI- 
vertance dans ma dernière lettre. 

Pour m > II, lés racines de Téquation Xm=s o sont séparées par 
celles de Féquation X«Rai.«=so où Rm-ji est on poljnome du 
degré m — n — i .' Biais la loi de ces poljnomes est la' suivante 

et non, comme j'avais écrit, 

• m* 

Cette dernière relation, où p ne Sgure pas dans les coefficients 
des R| conduirait à une expression simple des R^, mais elle est 
erronée* 

Veuilles bien me croire toujours votre aflectueusement dévoué. 



S55. - HBRMiTB A STÊBLTJBS. 

Paris, »4 asfMsbis iSsa. 
Mon ana Ami, 

Je viens faire appel à votre bonne obligeance et vous renouveler 
le triste aveu que certaines questions dont je me suis occupé ont 
fui à une si grande distance que, pour les retrouver, il me faut un 
eflTort qui m'eflTraje et me fait reculer. Je ne vois plus maintenant 
qu*à travers un brouillard le procédé que j'ai employé pour obtenir 
le développement de la quantité K', sous la forme découverte par 

Legendre, P log x + Qi et c'est au nom de la nécessité impérieuse, 

inéluctable, qu'il me faut vous demander, afin de fiiire revivre 
mes souvenirs, ce que je vous ait écrit quand l'idée de la métbode 
m'est venue. Biais ne tous imposes pas, comme vous Taves déjà 
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fait dans une occasion semblable, la peine de me transcrire une 
ancienne lettre; contentez-vous, je vous en prie instamment, de 
me renvoyer et veuillez compter bien sûrement qu'elle vous sera 
fidèlement restituée, après que j'en aurai fait usage. J'ai l'obliga- 
tion de donner un article aui Rendicotiti du Cercle mathématique 
de Palerme, et cette petite question remplirait mon but sans que 
j'aie & me détourner de ce que je travaille en ce moment. Permettez- 
moi de vous en dire un mot ; il s'agit de ce genre d'expressions 
comme m- sno:, i-f-A*snx, i+dn^?, ..., qui sont représentées 

par la fonnule ^. » /(^) étant une fonction holomorphe, et 

voici ce que j'obtiens : 

Soit 

. \ — k' „ I 

puis 

L=:î^t£K, I/«(m-A')K'; 



on a 



a 1/^ [ A«(i -♦- dnar) -♦- aArAB %nr -H C»(i - dnr)). 



D'autres cas conduisent à des expressions d'une nature diflfé- 
rcnte; on a, par exemple, 

"•(!)"( ;) "■(!)'•(!) 

'-'"-'— »Î!T^ '*"•-' ^^, 

etc., etc. 

Je me ferai un plaisir, si vous pensiez que ce puisse être utile à 
vos élèves, de vous écrire tout au long comment on parvient à ces 
résultats; mais ne vous attendez pointa y trouver quelque inven- 
tion, ce n'est qu'une aflaire de calcul très élémentaire dont il faut 
dire, plus laboris quant artis. 

Veuillez, mon cher ami, me donner de vos nouvelles en m'en- 
vojant la lettre que je vous demande sur le coup d'un besoin 
pressant et me dire comment. vous supportez vos leçons. En espé- 
rant et en souhaitant bien vivement que vous ne soyez pas aux 
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prises •▼oc le mal, cmjes-Bioi toujours ^roUe 
déiroaë. 

asd. -- HBRMETE A STMELTJBS. 

I tS dfetiiWv 1891. 



Mo« cuBR Ami, 

J*«i reçu, 3 7 e quelques jours, les épreuves à eorriger de la 
réimpressiou dans vos Annales de la Note de Plrague et, eu mène 
temps, m'est parvenue une lettré de. M. Brîoschi, qu'il me semble- 
rait très utile dé publier à la suite de cette Note. M. Brioscbi 
démontre, en effet, que, dans le cas de n impair, on a l'expression 
suivante : . . 



où Ton a 
en prenant 






m — I 



Series-vous asses bon pour me faire savoir si je puis faire cette 
addition qui ne prendra pas plus d'une page d'impression? 

J'ai bien peu travaillé depuis quinze jours, ajant été dérangé par 
diverses circonstances^ et il ne m'a pas encore été possible de 
rédiger l'article que je voulais écrire sur les développements de K 
et de K'; je vais, pour m'j mettre, faire tous les efforts dont je 
suis capable. 

En attendant, mon cher ami, de vos nouvelles et en vous renou- 
velant l'assurance de mon affection la plus sincère et la plus 
dévouée. 

S57. — STiSLTJES A HEBMSTB. 

Toaloate, i4 ééeeaibre iSg». 
GuBa MoHsiBira, 

Je viens d'écrire à M. Berson, le secrétaire du G>milé de rédao» 
tion de nos Annales, pour lui communiquer votre demande. Je 
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reçois à TinsUint même sa réponse favorable; il écrira par le cour* 
rier d'aujourd'hui à M. Gaulhier-Villars à ce sujet, en sorte qu'il 
n'y a aucune difficulté. Personnellement, je suis bien content aussi 
de connaître l'expresision générale de N, quoique j'aie à me re- 
procher ma paresse ou mollesse de ne l'avoir pas cherchée moi- 
même. 

Après avoir vu avorter mon projet d'aller à Paris au mois 
d'octobre, j'avais espéré au moins pouvoir y aller vers la fin de ce 
mois et avoir achevé alors aussi mon travail sur les fractions conti- 
nues. Mais il ne faut pas y penser, je suis alité la plus grande 
partie du temps et, après la faillite de tous ces beaux projets, ce 
n'est pas le moment d'en faire d'autres. 
• •.•••••••.••••••••••••••••••••••••••• •. •••••••••••••••. 

Vous avez bien d&) recevoir la lettre que vous m'aviez demandée 
et qui contient votre méthode pour développer K et K', n'est-ce 
pas? Je crois pouvoir interpréter ainsi la fin de votre lettre. 

Vous me savez bien être votre très aOectueusement dévoué. 



858. - STiELTJBS A HERMITE. 



869. — HERMITE A STIELTJES. 

Paris, 3i décembre 1891. 
MoM CHER Ami, 

Veuilles agréer mes souhaits de bonne année que je vous oiTrc 
bien aflectueusement et du fond du cœur. Je me pern^ets aussi de 
les adresser à M"' Stieltjes avec l'expression de ma respectueuse 
sympathie et l'espérance que ses soins si dévoués triompheront de 
la maladie et vous rendront & vos recherches et à vos travaux. Quels 
que soient votre éloignement et votre répugnance pour l'éloge, 
vous ne m'empêcherez point de me faire un moment l'écho des 
sentiments que j'ai entendu le Directeur de l'enseignement snpé- 
rieuri M. Liard, exprimer k votre endroit. J'en ai ressenti un bien 
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vif plaitir el je n'excède pas les limites de le plos stricte véritéen 
vous disam que se sjmpethie vous est acquise an mèose degré que 
son estime ? 

Eo attendant, toiis deves compter qœ votre congé de trois mois 
sera renooveléi s*il est nécessaire, j*en ai reçu rassorance. . 

Vous ne nieres point, mon cher ami, qu'il existe une certaine 
similitude mathématique entre nous, vu qu'il nous est fréqueip* 
ment arrivé de traiter les mêmes questions, de nous j attacher et 
de nous j rencontrer. Mais, i d'autres égards, je dilRre de vous 
du tout au tout, et c'est avec la plus grande satisfaction que je 
reçois les félicitations que vous voulex 'bien me faire k l'occasion 
de la fête d'il j a huit jours, qui a été donnée i mes soixantcr 
dix ans.^ > 

Quellç que soit la résolution que vous prendres, mes vœux vous, 
suivront partout ou vous ires; je vous les envoie de tout cœur et 
j'y joins mes sentiments de l'affection la filus sincère et la plus 
dévouée. ^ wJ 

SÔO. -* HKBMITE A STiKLTJBS. 

Paris» 17 janvier 1S9I. 

Mon CUBE Ami, 

J'apprends avec le plus grand bonheur que vous êtes i Alger, i 
l'abri d'un redoutable hiver dont la rigueur se fait sentir jusqu'à 
Nice et que vou^ aves vaillamment supporté la traversée de la 
Méditerranée. Mais il. me tarde d'apprendre, lorsque vous pourrex 
m'en faire le récit, les circonstances de votre odyssée; j'adresse en 
.atten<}ant mes respectueuses félicitations i M"* Stieltjes qui a dû 
résoudre bien des problèmes et trouver une solution pour mille 
difficultés dans le cours d'un si long voyage. Je rends grâce i 
Dieu du succès et j*ai confiance qu'il en arrivera pour vous comme 
pour bien d'autres auxquels le climat de l'Afrique a rendu une 
complète, santé que toute la science des médecins n'aurait pu 
obtenir ailleurs. 

En ce moment, Paris donne l'image de la Sibérie; partout la 
neige et la glace aVec un firoid de 10*. Les approvisionnements font 
défaut; le» viandes et le lait manquent, les chemins de fer étant 
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arrêtés par les neiges; les ménagères sont dans la désolation. Je 
me figure, mon cher ami, un beau et éclatant soleil qui vous 
réchaufle et vous réjouit avec l'impression de bien-être que vous 
donnera un complet repos, avec Tespérance de reprendre ensuite 
vos belles recherches. J*ai vu dernièrement votre élève M. Bourgct 
dont j'ai été enchanté et qui m'a annoncé son intention de faire 
une thèse arithmétique, continuation de celle de M. Charve sur 
une question qui, autrefois, m'a extrêmement occupé. Il s'agit de 
la réduction continuelle d'une forme quadratique ternaire définie 
avec un paramètre variable et le but serait d'obtenir un algorithme 
régulier facilement applicable, autant que le permet la nature des 
choses pour la recherche des niinima successifs du produit 

(ap-4- aj'-*- «•5)(ar-4- 6^-h6«j)(r-4- c^-t- c'a). 

où a^ bf c sont les racines d'une équation du troisième degré & 
coefficients entiers, dont une seule est supposée réelle. Ce n'est 
pas sans bien des réserves que j'ai engagé M. Bourget dans cette 
voie ardue; je me figure cependant que l'étude attentive des formes 
ambiguës, la recherche patiente des cas critiques où une variation 
infiniment petite du paramètre fait passer d'une forme réduite a 
une autre qui ne l'est plus, peuvent conduire à quelques heureuses 
conséquences. Et peut-être qu'on s'étonnera alors de trouver 
simple èl facile ce qui avait paru absolument inabordable. Si les 
longs espoirs et les vastes pensées m'élaient encore permis, je me 
condamnerais à un travail de Mécanique céleste, comme la théorie 
de la Lune en fait faire, pour tenter la fortune. 

Le travail de M. Hadamard qui lui a valu le prix de l'Académie 
est très court. 
#..••...•••.•.•••••••••••••.•••••••••••■•••••••••••••••• ••».•••.••. 

Vous verrez aussi, dans les Comptes rendus, une Note de 
M. Cahen, élève de M. Picard, qui développe d'intéressantes 
conséquences des résultats établis par M. Hadamard. 

M*** Hermite et moi nous vous envoyons, mon cher ami, tous 
nos VŒUX ainsi qu'à M"* Stieltjes, et c'est avec l'espérance de 
recevoir bientôt de bonnes nouvelles que je vous renouvelle l'assu- 
rance de mon aflection la plus sincère et la plus dévouée. 
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36i. - HEBMITE A STULTJES. 

Pétn» sS fifite tSgS. 

CombieB j*ai été [hearea] des bonnet nouvelles que j*«i en6n 
reçues et d*apprendre que le dimal de 1* Afrique n*a pes trompé nés 
espérances I ( * ) Je crois irons SToir dit que c*esl sur le bienveillanl 
avis de M. Fiseau que j'ai pensé irons conseiller ce Tojage; je le 
verrai demain i TAcadémie; je lui ferai savoir i quel point il a été 
bien inspiré et je suis sûr qu'il s*en réjouira autani que moi, U en 
sera de même de tous vos amis, qui avaient partagé mes inquié- 
tudes, BfM. Picard^ Darboux, Poincaré, etc«, et je puis dire aussi 
de M. Liard, dont la sjrmpatbie vous est tout acquise; j*ai pu 
m'en assurer en m'entretenant avec lui i la Sorbonne, où il esl 
venu le a4 décembre. 

Hélas I je vais, la semaine procbaine, y reveniri i la Sorbonue, 
pour faire mon Coun sur les intégrales eulérienneS| et ce sera avec 
votre assistance queje le commencerai en donnant votre démonstra- 
tion du tbéorème B(a, b) = y/^ L\ * Vous n'javiex mis aucune 

importance en me la communiquant; mais elle est restée dans 
mon esprit, et, par l'effet de notre similitude analytique, j'ai sui\i 

la voie que vous avex ouverte et abandonnée. 

y.t 
Soit toujoun f (a, i) = / ^~' e"' dx ; en calculant la quantité 

'^([fC^f 0?(^f 0?(^» 0]* j*^* trouvé, sans rien changer à votre 
procédé, 

f(«.oo(6.oç(c.o»jr*jrVi«-*-*+c.««H-*+,)ij^^^ 

en posant 

On a donc 

r' r' Zdxdy ^ r(fl)r(6)r(c) 

(•) NoU d€$ édUemn. ^ Ce débal aMMiIre qa'il eiiste wm leUre et St«dlj€ft 
ealre le 17 jaavicr et le 3S février. Bl!e ■*« pas été iciroevée. 



i 
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ce qui est, sous une nouvelle fomieY mciiant en évidence la symé- 
trie en a, by c, la relation connue 

Mais comment passer de la j)remièrc intégrale a la seconde et 
avoir l'équivalent de IVgalité 

Elle résulte 'de la relation générale 

^"F(,)<te-jr'[F(*)-H;iîF(i)]«to. 

que j'ai tâché d'étendre aux intégrales doubles, ce qui n'a pas 
laissé que de me coûter quelque peine ; enfin j'ai trouvé que l'on a 

J' J''F(x,y)dxdy^J jf *(x,y)dxdy, 
si l'on pose 

Si l'on »upi»ose F(j?, y) = ^^ J^'^'^J^^^^ ' «n calcul facile 
donne la conclusion cherchée, & savoir 

Je me suis contenté avec les intégrales doubles; mais il nie 
parait absolument certain que Ton aurait de même 

H' r rV(»,y,»)dxdyd»^ f f f *{x,y,»)dxdyd», 
si l'on prend 
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Ma 4^iiioiistniti<ni eti eztiéiiieiiiieiil facile; elle eopsifte i dé- 
comÎMser le champ de rimégration jrOm en menant la bimectrice 



9 y^ 

— r I I j» 

O A O 



OBE de Tangle droil^ en trois parties» le carré OABG dont le cAlé 
est pris égal i Toniléy puis les deux espaces infinis xOE,^OE; un 
changement de variable qui s'offre de lui-même donne le résultat. 
En vous, priant, mon cher ami, de demander i M*^ Stiehjes 
d*embrass€r, pour M** Hermite et pour moi, M. Antoine et 
M»"- Edith, 

en vous conseillant la prolmigation du repos mathéma- 
tique et vous renouvelant l'assurance de mon affection la plus 
sincère' et la plus dévouée. * 



86t. - STiBLTJES A HKBMiTB. 

Alfer, Hôtel Duio, Mattepk». i^ aan iS^S. 

Cusa MonsiBoa, 
Votre formule 

«/§ •/§ •/# •/§ .«/« •/# 

où 

+ •pff.l.iUi.Fff.Z.lV . 



m'a semblé bien intéressante. Voici comment je l'établis, 
m'appujer sur aucune considération géométrique, en sorte qu'on 
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peut raisonner de la même façon pour un nombre quelconque de 
variables. Cest là aussi la seule excuse que je peux invoquer pour 
vous parler de choses si élémentaires. L^intëgrale donnée s^élend 
sur un domaine D comprenant l'ensemble des sj'stèmes de valeurs 
positives de XyV^ z. Je décompose D d'abord ea deux domaines A 
et B, A. comprenant les systèmes de valeurs où j?, y^ z ne surpassent 
pas l'unité, B se composant de ce qui reste alors de D. L'intégrale 

sur A est r r r F(jr, ^, z)dxdydz. Je décompose le do- 

maine B en trois domaines B^, B^., B« de cette façon : un point 
(j?, y^ z) appartenant a B appartiendra à Bj^ lorsque x est le plus 
grand des trois nombres x, ^, s ; à B^. lorsque y est le plus grand 
des trois nombres x, y^ z\ de même pour B«. Alors, d'après la dé« 
finition de B, il est clair que dans B^, x variera de i à oo, tandis que, 
pour une valeur fixe xraa>\^ y et z varieront entre o et a. 

G>nsidérons maintenant l'intégrale f f jF{x^y^ z)dxdydz 

étendue sur ce domaine B^. En la transformant par la substitution 

j; = -^t ^ = ^» 5 =: P> il est clair d'abord que xf variera de o & i 

et ensuite que y et z' varieront aussi de o i i . Puisque enfin on a, 
en valeur absolue, 

il vient 

Domaine R^,. 

Les intégrales sur B^, B« donnent les autres termes de votre 
formule. Dans le cas actuel, les différents domaines à considérer 
se définissent par Tarithmétique d*une façon si simple qu'il n'y a 
aucun avantage ù invoquer la représentation géométrique. 

En lisant votre travail sur là formule de Stirling, j'ai été heureux 
de constater que vous avez rappelé le nom de M. Bourguet, qui, en 
effet, a, le premier, donné une formule pour J(a) valable dans 
tout le plan, après que vous avies appelé l'attention sur ce fait 
(dans le Journal de Borchardt) que la formule de Binet ne jouit 
pas de la même propriété. 

II. "» 
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Je crois qa'on poàmlt appliquer votre méthode euri i Fez- 
pressioa 

et. Sans doute, on lenit condaii i une intégrale analogue à eelle 
de la page 586 (ligne 4) mais où le logarithme serait remplaeé par 
un arc tang. Cette formule, que j*ai déj4 donnée dans mon travail, 
me parait être une sœur légitime de la première. 

Vous vojei, cher monsieur, que TAnalyse commence à exercer 
son attrait sur moi. C'est en me promenant, cet après-midi, dans 
un joli bois tout près d'ici que j'ai réfléchi sur ce que je riens de 
vous écrire. Sous cette forme modérée, je ne crois pas qu'un peu 
d'occupation puisse me faire du mal; au contraire, c'est plutôt une 
distraction pour l'esprit. 

Vous ne m'aries pas dil auparavant que c'est M. Fiseau qui 
avait recomm&ndé un séjour i Alger. Quoique je n'aie pas l'honneur 
de le connaître, vous voudres bien lui dire que je lui suis très 
reconnaissant pour son bon conseil. Je suis ici loin des Facultés et 
je ne descends guère dans la rille. Cela fait que je n'ai vu depuis 
bien longtemps les Compte» rendus, et que je ne sais pas les pé- 
ripéties des candidatures pour la place laissée vacante par M. Mou- 
chex. M. Callandreâu a-t-il de la chance? Je sais que c'est un de 
vos anciens élèves, et avec qui je suis toujours très lié. Mais vous 
ailes reprendre votre Cours et être bien occupé ainsi, tandis que 
moi je ne suis pas sans un peu de remords de ne pas faire le mien 
et d'en laisser la charge à d'autres. 

Veuilles bien, cher monsieur, me croire toujours votre aflec- 
tueusement dévoué. 



868. — HRBMiTK A STiELTJES. 

Paris, 4 >asn 1S9S. 
Mon CBKB Ami, 

Votre démonstration de ma formule est excellente; je n'en 
aurais jamais eu l'idée et, i suivre la voie i laquelle je songeais, je 
me serais égaré et perdu dans mille embarras; en tout cas, l'atten- 
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lion que vous lui avez donnée est la meilleure récompense du 
travail qu'elle m'a demandé. Des intégrales eulériennes, bien que 
ce soit robjei de mes leçons, je suis très loin en ce moment; une 
autre question me préocupe. Je vous envoie un article que j'ai 
reçu de M. David liilbert sur la transcendance des nombres e et ic, 
f|ui vous intéressera certaiucnieni au plus haut point et qui me 
plonge dans un abîme de perplexités ; je ne puis me résoudre à croire 
que l'édiinent géomètre a commis une erreur, et je ne serai aucu- 
nement surpris, ni mécontent de reconnaître que je suis eu faute; 
mais il me faut en appeler devant un juge impartial et vous me 
rendres grand service en me montrant en quoi je me suis sans 
doute trompé. 

En me bornant au nombre e et supposant, pour plus de simpli- 
cité, n = 1 , l'auteur veut établir que le nombre entier 

est difl*érent de séro, ce qui est le point essentiel dans sa méthode. 
On peut écrire, en changeant s en 4 + 1 dans la seconde intégrale, 

ce qui montre bien que Pf est entier. Vous \o,yes aussi que l'on a 

Pi = a.i.a...p(i"f-a)-ha|.i.a...(/-r-i)(i-f-«|), 
où a et tti sont entiers comme a et ai . De là résulte 



1.2. 



«a(i"f-a)-t-a|(p-+-i)(i -*-«!>, 



et il faut prouver que le second membre est différent de séro. Pour 
cela, M. Hilbert se contente de dire qu'il faut prendre p divisible 
par a; or, je ne vois pas du tout pourquoi, en faisant p = ac^, ou 
n'aurait point 

a(i-H«)H-ai(i-4- a^Xi-hai) :3 0. 

Cette égalité peut encore s'écrire 

a[n- a -♦• ai C'en- «I )] -h ai (I -h «I ) sa o. 
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Mais, de qadqae manière que je la reloiinie, ce «foi etl évideal 
pour raatenr m'échappe. CetI sans nul doute ma faute, el je toos 
serai <m ne peut plus reconnaissam de m*ameiier i le reeomialtre 
et en faire une nncère pénitence. 

En Toos suppliant en grftce de ne point gâter le plaisir de tm 
promenades en pensant i Totre conrsi et de toos donner ,1a com- 
plète satisfaction de vivre i la fiiçon des aoophytes, je rétablis votre 
correspondance avec le monde extérieur en vous ap|wenant que 
M. Gallandrean/il j aura après-demain déji quinxe jours, a été 
élu, à la presque unanimité, membre de TAcadémie des Sciences. 
Le seul concurrent sérieux qu'il aurait pu avoir, M. Radau, ne 
s'est point présenté personnellement aux Académiciens et n'a pas 
entamé la lutte; on songe sérieusement i lui, cependant, pour une 
élection prochaine. 

Je n'ai pu parler lundi dernier i M. Fiaeau qui a quitté la 
saUe des séances lorsque j'j arrivais; j'espère le voir prochaine- 
ment, lui donner de vos nouvelles et le féliciter d'avoir si heureu- 
sement donné le Conseil de votre séjour sur la terre d'Afrique. 

Dans l'espérance, mon cher ami, d'apprendre que vous ailes de 
mieux en mieux, et- en vous renouvelant l'assurance de mon bien 
affectueux dévoûment. 



8M. — STiELTJSS A BURMiTE. 

Alfcr» a Mrs iSsS. HAul OarK 

Cnsa Movsnini, 

Mille remerctments pour la communication du travail de 
M. Hilbert que j'ai lu et admiré avec un très vif plaisir. J'ai eu le. 
bonheur de faire connaissance avec l'auteur en 1886, lorsqu'il a 
passé quelques mois i Paris, et il m'envoie régulièrement ses 
travaux, en sorte que je trouverai certainement i Toulouse le 
Mémoire que je [vous] renvoie. Quant i la petite difficulté qui 
vous a arrêté, je dirai, pour le cas où vous n'auries pas saisi l'inlen- 



v' 5 
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lion de l'auteur, que dans les formules de votre lettre 

Pi = a / mP(* — 1)^^« e-* «£« -t- ai / ( J •+• i)P Jp^" #-• rf«, 

Pi s= « . 1 .a. . .p(i -H a) -f- «1 . 1 .2. . .(p -♦- i)(i -f- «1), 

oc e^/ divisible par p -h 1 , ce qui est le point essentiel. 

p 

1— =a(n-a)-hai(p-i-i)(i4-ai) 



i.a 



ne peut donc être nul, car a devrait être divisible par p + i, 
tandis que a est plus petit que p et diviseur de p, ce qui est 
absurde. 

En gënëraly ayant 

P 

' r3±a(i.a...n)p^> (mod p -h 1), 



i.a 



M. Hilbert dit qu'en prenant pour p un multiple de a(i.a. . ./i) 
Pi ne saurait s'annuler. En efl*et| il faudrait que a(i • a . . . n)P^* fût 
divisible par p + 1 • Or, soit p un facteur premier de p -f- i , /^ divi- 
serait encore a(i.a. . ./i)P^* et par conséquent aussia(i.a. . ./t) 
et enfin aussi p, qui est multiple de a(i.a. , ,n); p divisant p 
et p H- 1 9 cela est absurde. 

On pourrait déterminer p aussi un peu autrement par la condi- 
tion que p -4- I est premier etplus grand que a(i.a. . ./i), puis 

toujours X < I . En effet, de cette façon on voit aussi que 

1 .a. • .p ■ 

Pi^ne peut pas s'annuler, car 



^d:a(i.a...n)P^>aid:a(i.a...A) (mod p-hi), 



d'après le théorème dcFermat. p4-i ne peut pas diviser a(i. a. ../i), 
puisque p-|-i>a(i«a...n) d'après Thypolbèse. De même, page 4) 
on, pourrait prendre p + 1 premier et plus grand que ab^b^; on 
aurait encore 



r.a. 



m abP^-^^bii^^m tib^bu (mod p -H 1), 
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C'esl grice A celle mlerrentioii de qpielqiies vAritét arilhniéliques 
que.M. Hilbert obtienl une démônstralion si simple. Dans quelques 
années, je pense que les candidats à l'École Polytechnique devront 
savoir démontrer l'impossibilité de la quadrature du cercle. Mais 
justement à cause Je cela, il me semUe que l'auteur aurait bien dô 
insister sur le raisonnement qu'il a supprimé; car, jusqu'à pré- 
sent, on n'avait pas encore appelé en aide l'aritlimétique jusqu'à 
ce point dans cette question. Je crois qu'elle est vidée maintenant; 
peut-être pouira-t-on simplifier encore un peu la partie analytique 
en renforçant la partie qui est du domaine de la théorie des 
nombres. 

J'ai été bien heureux d'apprendre l'élection de M. Gallandreau 
et aussi la justice qu'on rend à M. Radau, que je ne connais pas, 
mais qui m'a inspiré toujours beaucoup d'estime. 

Je peux vous donner toujours de bonnes nouTclles de ma santé. 
Le domaine où je fais mes promenades s'étend peii à peu. Veuilles 
bien me conserver votre amitié, qui constitue une partie sensible 

de mon bonheur. 

Votre dévoué. 

P. S* — J'ouvre ma lettre encore une fois parce que je n'ai pas 
exprimé assex mon admiration pour le principe nouveau, je crois, 
qui sert de fondement à la démonstration de M. Hilbert et qui lui 
permet d'arriver au but sans avoir besoin des formules dé réduc- 
tion pour les int^;rales indéfinies de la forme 



/ 



/(s)F(*)-r-'€ls. 

J'ai besoin, du reste, de réfléchir encore sur cette démonstration 
pour en bien pénétrer l'esprit et bien voir en quoi elle se distingue 
de celles proposées jusqu'à ce jour. 

865. - HEBIOTE A STiSLTJES. 

Paris, iS mmn la^S. 
Mov CHsa Ami, 

Vous aves aperçu, au premier coupd'œil, ce qui m'avait si corn- 
plèlement échappé et, grice à vous, le nuage s'étant dissipé, j'ai 
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pu partager pleinemenl votre sentiment d'admiration pour la dé- 
monstration de M. Hilbert. En vous remerciant de votre bonne 
assistance, je viens vous apprendre qu*un autre ëminent gëomètref 
M. Huni^-itz, y a également droit. Dans une lettre qui vient de 
m*arriver, M. Hunwitz me dit avoir hii*méme appelé l'attention de 
M. Hilbert sur la simplification que vous avez apportée à la démon- 
stration de la transcendance du nombre e : c'est donc votre travail 
qui a été l'origine de ses recherches. Il ajoute qu'il est parvenu à 
une démonstration encore plus simple que celle de M. Hilbert, qui 
sera publiée dans les Nachrichien de Gottingue, et il a la bonté 
de me la communiquer. Comme je ne puis douter que vous y pren- 
dres grand intérêt, je vous la transcris textuellement : 
« Je pars de l'identité 

Dx[e-*P(*)]--«-'/(^). 

en posant, pour abréger, 

F(*)=/(ap)-H/'(*)-^...-4./'-»(*), 

/(j?) désignant une fonction entière de degré r. En appliquant 
l'équation connue 

©(j-) — o(o)=xy'(Oj-) (o<6<i). 
je trouve 

» Supposons maintenant que l'équation 

(B) C#H- C|tf-hC,e«-i-...H-C„««aO 

sjbsiste, Ct, C|, .••,€« étapt des nombres entiers et €# étant 
positif et difTéi^ent de zéro. £n désignant par/y un nombre premier 
plus grand que C» et que /t, je fais 

et j'applique la formule (A) pour j; =s i, a, . . ., n. Ainsi j'obtiens 
F{k) - e* F(o) as* (^ =8 I, a, . . ., n), 

les nombres t* devenant infiniment petits si l'on fait croître />, et 
F(o), F(i), ..., F(/i) étant des entiers dont le premier n'est pas 
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divisible par/», tandis que tous les aatres sonl divisibles par^. Or, 
de l'équation (B) «m tire 

si p est supérienr i une certaine limite, liais la dernière équation 
implique contradiction, tons les termes étant divisibles par p^ 
excepté le premier qui ne Tes! pas. » 

Vous auriex bien certainement bit cette belle démonstration, ei 
je ne serais pas surpris que M. Hurwitx, avec qui vous vous êtes 
déjà rencontré autrefois i l'occasion de la décomposition en cinq 
carrés des entiers qui sont des carrés, vous ait prévenu; mais 
comme je me trouve distancé et dépassé sur cette question! 

Ces! avec bonheur que j'apprends i quel point vous est favo- 
rable le climat de l'Afrique, j'espère aussi que vous aves tou- 
jours de bonnes nouvelles de vos petits enfants. Les nAtres ont, 
en ce moment, les oreillons, ce qui les fait souflrir un peu et met 
notre maison i l'index, i cause du caractère contagieux de cette 
aflection. A notre époque, la médecine est inhumaine i force d'hu- 
manité; elle préser^'c de la maladie en conseillant de «fuir les 
malades. ' 

De mes leçons je ne vous dis rien, si ce n'est que j'ai échoué 

complètement en essayant de développer Yi\ ^'^ partant de la 
formule 



J'ai bien vu qu'en retranchant membre i membre avec 

• /•• • dm 

logasl (tf->»^«-«)-, 

•/# * 

on trouve ^ 

ou encore 

quantité nulle pour a infini, et quVm a 
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Mais, des polynômes X^ Xa, . . ., X^i je n*ai vu aulre chose que 
la relation 

dont je n'ai rien su tirer. 

En vous priant, mon cher ami, de croire toujours & mon affec- 
\ ^ lion la plus sincère et la plus dévouée. 

See. — STtELTJES A HFRMITE. 

^ AlgfT) 19 mars iRij3. 

CuEa MoRsiEua, 

^ J'avais entrevu, en eflet, une démonstration de la transcendance 

du nombre e analogue ou identique, à celle de M. Hur^itz que 
vous avez eu la bonté de me communiquer. Je voyais bien le rôle 
du nombre premier/? et Tinter^'ention de la formule 

, ç(x)-^^(o)=rf(ex) 

pour éliminer les intégrales définies. Mais, voilà I sans faire le 
moindre elTort pour réaliser ce que je voyais en rêve, j'ai quitté ce 
sujet pour essayer de retrouver une déduction simple de la formule 
(due k M. Rummer) qui donne le développement de logr(jr) en 
série de Fourier obtenue autrefois. Pour le moment, les choses 
difficiles, ou qui me paraissent telles, m'effraient et je me rends 
bien compte que j'ai l'humeur un peu capricieuse, même pour les 
choses de la vie ordinaire. 

Je ne vois pas plus que vous comment on pourrait retrouver le 

développement connu de -,. ■ ' ^ loga au moyen de la formule 
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les picflûcn; Hnis on ae voit pas poanpMit cda arrive i 

QMoii MwoL MMBlires de BcmovDi qai dobcsl s'ûarodviffe, ei esx 

propriétés da tome eoaqpléflMsteiiey fl parait bien dilBcfle d*j 

arriver par cette vote. 

. Je Tais vous parier iwaintmant de la foraiale de IL KwaaMr. 

Pmr vue génénlisatioB ^w s'offre d'elle Bi<me, je serai eoMloit 

ainsi, denooTcao/àlaforaiolepoor logr(a + Or(« + > — i>* 
cPo&Toas avec tiré, dans votre travail réccat, b fonooledeStiriiog 
généralisée. !ilais je serai mn peo loag et je voos dispense bien 
d'avance de aie snivre jns^'aa bont. 

En développant iof;T{jf) dans l'intervalle (o — i) en a, d'api«s 
les f omnles générales, 

legr(4r ) =3 «9 + «t cos««jr -H «t ces4 «Jr -i> . . . 



pus. 






An lien d'intégrer de O vers A, en pent 



C — 



V 



o A 



OCBA. L'iméfrale snr CB esrnnDe i la liniito. Donc 

% 

et, sironposejr = jr, jp=s=i +<>» 
e«^P«|» aiy**#-«»logr(«P)4r-*ai/**e-«»logr(i^lF)dir, 
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c'esU-dire 




• • 


et puisque, 




log(lV) =a log«> -h * /, 




>« 





«99 



où 



C« — r(l)=s— / r^lOgJ?€/T 



est la constante d'Eu 1er 0,557. .. . 

J'ai dit qu'à la limite l'intégrale sur CB est nulle. En eflet, 
elle est 

a «-•««* Ç einiuti log r ( Al -♦- ar ) dr ; 

or l'expression 

0~f«iax inodlogr(A:iH-ar) (o< «•< n 

ept nulle pour A: = oo. C'est ce qui résulte de mon Mémoire dans 
le Journal de M. Jordan ; sans doute on pourrait l'établir encore 
facilement d'autre façon. 

On constate immédiatement qu'on peut généraliser cette ana- 
lyse en considérant le développement trigonométrique de logr(^) 
dans l'intervalle (o 4 r), r étant un nombre entier quelconque, 
ou encore dans l'intervalle a k a-hr^ a étant positif, r entier 
positif: — 

\ùgT{x) «a «0 -H «I ces -H «t ces 2— i ^ -♦-. • . 

^ A, tin — : : -H ûg fin 2-J : ^, . , 
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^ P*. 



Lft fonctîoii Imucendante logF («) a dispani aiiin dans kst inté- 
grales qui donnent les ^eors de o^ et p«. Mais e*est senlemenl 
dans le cas de H. Knnuner qu'on obtient la Taleor explicite de ces 
int^;rales. Je me bornerai maintenant à considérer le eu le pins 
simple et le plus intéressant r = i • Or on a alors 

«.«J logr(*)i«»««{log«^i)-#-log|/5MF. 

et, en écrivant a+.Ç an lien de m^ 

logr(« -4- C) » <• -t- «t cosa«E -t- «t eos4«t -4-. . . 

-«-Pisina«t^p.sia{<+... (•<Ç<i). 

A cause de 

log(«-i-Ma 1 log(a*-«-9S)-4.iar€taag^» 

m^mM% f aretaag-tf-v^n^iCp, 

p.«-y*log(«t-4.r«)*-*i^dlp. 

pus on eondut aussi 

logr(« -^ r (« <4- f — () » sa» -I- aei eôsa«( -4- 2at €Os4«t «4- • • •, 

et cette formule ne diffère pas, au fond, de celle que vous obtenea 
page 585, ligne a en remontant. En effet, le coefficient ^de 
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cos a mici, iciy est 

ta«i «■ 4 / «re rang - «-«««^ 4/v, 
et| à Tendroit cité, on Irouve 



u: 



/ii(jr»-H a*) 



iir. 



L'idenUté des deux expressions est évidente. 

Du reste, d'après les expressions de oc^» ^«9 on voit qu'on ob- 
tient, exprimées par une seule intégrale définie, les sommes 

]^««eos!iAie(, ]^p«iinanic( =- i log —Sl±ll^, 

Mais je ne poursuivrai pas plus loin ce sujet et je terminerai par 
cette remarque que la formule que j*ai obtenue pour 

,_ r(a-hOr(a^i-0 
^ n(a) 

(page 587 de votre travail) peut se mettre sous cette forme 
^(-|)-|wf.-;^] 

J'espère, cher Monsieur, que la maladie dont souffrent vos en* 
fants conservera le caractère bénin qu'elle a ordinairement, et que 
vous sortiret bientôt de la quarantaine. Nous pensons rentrer à 
Toulouse peu de jours après Pâques, en sorte que je reprendrai 
mon cours après les vacances. Croyes-moi toujours votre très sin- 
cèrement dévoué. 
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VJ a^V. — BERMin A STlÈLTiES. 

Paris, M van iSsil. 
VUok obe Ami, 



H, Fixean a témoigné k plus grand pbdiîr en af^trenanl le» 
résultats favorables de votre séjour à Alger et me charge expressé- 
ment de TOUS faire parvenir Texpression de sa vive sympathie, de 
même M. Berthelot et M. Bertrand, présents à notre entretien. 
D'aujourd'hui en huit, je partirai pour passer à Flanville, en Lor- 
raine, les congés de Pâques dont je me sens grand besoin, ne me 
sentant plus Fombre de courage pour le travail. Je puis, tout juste, 
préparer et faire mes leçons, et il faut me contenter de ces chan- 
gements infiniment petits dont ne s'aperçoivent même pas ceux 
auxquels ils s'adressent. Ainsi, je prends la formule 

ir(a) /•• / €^ _ 2!\ A. 

et je remarque qu'en retranchant membre à membre avec l'équa- 
tion *" 

Uga»J j 4tp, 

on obtient -^.^ 

d'où l'expression asjmptotique ^j— = loga pour a infini. Maisr • 
on peut écrire * 

et, en développant en série j—^» l'intégrale s'exprime par les 
quantités J — '^^""' é^^^dx^ c'esi-A-dire 
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ou bien 

On a donc celle formule qui ne laisse pas que de me causer un 
peu d'embarras 

n£i=log«-2[^--log(.-^^)] («-o. ..«,...>. 

parce qu'elle implique une coupure absolumenl inopporlune. 
Permellei-moi de revenir un momenl sur la quanlilé 

a a* 
La différenlialion donne l'idenlilé 

r f \, Xt \ x; x; 

el, en chassant le dënominaleur, on oblienl la relation de récur^ 
rence 

a*X||» jrXi -♦- Xi^.!, 
d'où 

(•) XU,=:*(X.-Xi) 

et enfin 

\^i =a r jr( Xi, - X; ) d», 

puisque tous les poljnomes s'annulenl avecx. La relation (i) me 
lente quelque peu. On en tire 

yXU,«-« dx =yar{X^- Xi)e-*i/x ^J»dK- Xm^^h 

et, par conséquent, en intégrant par parties, 

Xn+ie-' -^ I Xn^itr* dac = — xX^e^^ -h j Xt^e^^dr; 

mais, encore une fois, je n'ai plus de courage à l'ouvrage. Je vais 
écrire à M. Hurwiti pour lui demander de publier sa lettre dans 
les Comptes rendus : quelle mer>'eilleuse chose que sa démon- 
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strationl En rom rappelani mon adresse i Fl^WIIey par Noise* 
.ville (Lorraine), et tous priant de me eroire tonjovis votre ami 
bien affectneasemenft dévoué. 

" S6S. - HEBMiTE A STiELTJES. 

Paris, 14 avril iS^. 
Mon cnsK Ami, 

Pai eu le repei de ne pouvoir me joindre i M. Baillaud et à 
M. Tanneiy dans les démarches qn*ils ont faites au Bfinistère pour 
obtenir le congé qui vous a été donné : c'est i eux seuls que sont 
dus vos remercîments; ils y ont tous les droits, mais je n*ai pas 
besoin de vous dire combien je suis heureux que leur sèle et leur 
dévouement aient été couronnés de succès* Incessamment, je 
compte être renseigné par M. Tanneij sur toutes les circon- 
stances de votre affaire et, dorénavant, s*il j a lieu, nous serons 
trois pour agir. 

Ne regrettes pas trop ce que vous appelés votre indolence; rien 
ne me semblait meilleur, à Flanville, que de vivre submergé par 
la paresse, et à mon retour, les leçons de la Sorbonne, les obliga- 
tions de toutes sortes, me rappellent le texte des Actes des 
apôtres : durum est tibi contra stimulum calcitrare. 

Permettes-moi de vous apprendre que M. Lerch, de Prague, est 
un de vos admirateurs ; il m'a récemment écrit au sujet de votre 
mémoire sur la valeur approchée de logr( a) pour m'en exprimer 
son sentiment auquel je ne contredis point, vous deves le savoir. 
Mais il m'observe que la formule du terme complémentaire 

•<->-2/Ï^F^ <*-•■ > 

a été obtenue antérieurement, sous différentes formes, par M. Gil- 
bert, de Louvain, dans un mémoire de l'Académie de BruxeUes, 
(t. Il, 1875), que j'ai dû certainement avoir sous les yeux, et que 
j'ai eu le tort d'avoir complètement oublié. 

En même temps il me donne l'expression suivante : 



•<->-Xï{î^('-^)'- 
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d'où l'on tirei en intégrant par partiesi 

v(a)a -loga-4-logr(a)— f logr(a-t-a*)ilr, 

ce qui est le lien qui rattache v(a) à l'intégrale de Raabe. 

Je crois toutefois que M. Bourguet a sa belle part dans cette 
question, et qu'il a montré un bien beau talent d'invention pour 
arriver à la formule dont la vdtre, ou celle de ,M. Gilberii est la 
conséquence. 

Un mot encore au sujet des logarithmes qui entrent dans la 
série 

logrc) — c«^2[i~iog(.*S)]. 

J'ai cru nécessaire, dans mes leçons, d'insister sur leur détermi- 

— f prise en suivant une 

ligne droite de i à a, ou plutAty rz** c'est-à-dire, en rem- 
plaçant a par a -4- 1 9 



Soil 






cette intégrale s'exprime par 

^log ^^^^t^^rcun^^ srcung^j. 

les arc tangentes étant compris entre — - et -h - • J'en conclus la 
^Y ^ formule suivante : 

log(* -^ «^) « i log(ar« -H^« ) 



iLzJL^J^ 



^> 



H-if arcung »^ -4-arctang 

Cette détermination unique est une fonction continue de x eiy^ 
II. sa 
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iâiif lorsque les fimelions ^'^^'^r et i^^ ilevieiiiieiil ialliiies* 

e*est-àrdire dans le TiMsûiage de yss o. Supposons jr < o; les 
niunérateais sont poûUfs, par eonslëquent lorsque jr passe du 
positif an négatif, les deux are tangentes passent brusquement 

de + * i — -; la partie négatiye de Taxedesx est doue une ligne 

de discontinuité. Mais pour 4P > o les fractions sont de signes con- 
traires et leur somme tend tcts léro en même temps que y. 

Tout cela, mon cher Ami, c'est pour les écoliers : on peut j 
ajouter qu'en définissant le logaritlmie pour des valeurs imagi- 
naires par l'expression i sens unique que tous co n naisses ample* 
ment 

on trouve exactement le résultat qui précède. 

En attendant de vos nouvelles, et vous priant de croire toujours 
a mes sentiments de la meilleure et de la plus sincère affection. 



S69. - HEBMiTE A STISLTJSS. 

Paris, sS avril 1S9S. 
Mo« CUBE Ami, 

Vous me causes autant de surprise que de plaisir en m'appre-^ 
nant votre retour en FVance ( * ) ; j'étais loin de m'y attendre, et je 
vous félicite vivement d'avoir bien supporté la fatigue d'un si grand 
voyage et de vous trouver heureusement réuni i votre famille. 

Pendant que, de votre personne, vous décrives un contour, fermé 
d'une immense étendue, j'en fais de tout petits, d'infiniment petits 
sur le tableau de la Soribonne en poursuivant la théorie de la 
fonction eulérienne qui prendrait tout le temps de mon Cours s'il * ^ 
ne me fallait aussi faire des fonctions eUîpliques. Mais je ne fais 
aucune recherche; les idées me manquent; ce que je crois rencon- 
trer se lirouve n'avoir aucune valeur, et je ne recueille que des 
déceptions. En voici une entre autres; on a, comme on le vérifie 

( * ) CcUe lettre répMd à «m IcUre pcrdae de Stielijcs. (Acte de» réâaet ) 
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immédiatement, 






a« -e JF« )( n« -H x« ) îî "" a -t-n ' 



avec la condition que, dans le second membre, a et n soient pris 
positivement. Il en résulte qu*en faisant 



on obtient 

et, par conséquent , 

- / <iarctaii|r-'/(ar)d!i? = <-Ga-4-logr(a4-.0» 

ou encore 

orc tangar/(aâ?) rfar = — Qa -+-logr(a -h 1). 



ij^ 



Pour n = j , il vient cette Inutile formule 

• / arc langar/(j?)<£r = — G, 



*«• 



de sorte qu'on peut écrire, sans profit aucun pour le calcul et même 
avec beaucoup moins de simplicité qu'en partant de la définition 
de r(A), la valeur de C par une intégrale définie. 

Je n'ai pas besoin de vous dire que j'aurais voulu avoir pour 
logr(a) une ei^pression simple, semblable a celle du terme com- 
plémentaire de la formule de Stirling, qui m'aurait appris quelque 
chose; mon e.^poir a été trompé et il faut me résigner, quoiqu'il 
m'en coûte, à ne pas voir la théorie s'ouvrir par une voie dans 
laquelle l'argument à n'apparaîtrait que sous forme rationnelle 
dans les intégrales, au lieu d'y figurer en exponentielle. 

En vous suppliant, en vous conjurant de repousser toute idée de 

( ■ ) Noté d€ Siieiijes. — C est négatif ici et égaî ii ^ 0,977. • •• 

Digitized by VjOOQIC 



3o8 

traTÛl afiii de vous eonsactcr oniquemeni an repos^ a« repos le 
plus absola sprèSTOtie odyssée qui a été miblement favorisée par 
le ciel, et ài tous demandant de compter fermement sur mot pour 
le soin de tos int^ts au Bfinistère, je tous prie, mon cher Ami, 
de croire toujours à mes sentiments de la plus sincère et de la 
meilleure affection. 



S70. — STiELTJES A HEBMITE. 

Toeloete, S ■•! iS^S. 
Ona HovsiBua, 

Vous me permettrem de tous écrire de temps en temps dans le 
4 seul but d'sToir de tos nouTcUes. 

Sans doute tous aTCS perdu de Tue maintenant la fonction V et 
ce sont les fonctions elliptiques qui doiTcni vous occuper. Cest 
cependant sur le premier sujet que je tous dirai deux mots un peu 
plus Ims* Mais s'il tous coûte un effort pour tous arracher des 
fonctions elliptiques ne Ciites aucune attention i ce que je dirai ; 
aussi cela ne Tant pas grand'ckose. • 

Je continue i me porter assem bien; cependant je ne suis pss 
^très solide encore et, ajant touIu m*ap|diquer fortement à un 
sujet difficile, cela ne m*a pas bien réussi* Aussi je renonce 
encore, pour le moment, i traTaiUer sérieusement et je me con- 
tente de réfléchir un peu superficiellement et Taguement sur 
divers sujets. Voici maintenant l'idée qui m'est passée par la 
tète. Vous saTCx qu'on peut représenter J(a) par une intégrale 

mais on doit supposer la partie réelle de m positiTC tandis qu*il 
convient de considérer J(a) dans tout le plan avec la coupure de o 
i — oo. Ainsi, dans 

asr(cotf H-isiaf) (r>rt), 

l'argmnent y varie entre les limites ± i:. 
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Ayant remarque que 



^ss l^f cos-*- -4- csia »■ 1 



a une partie réelle positive, je me suis demandé si Ton ne pourrait 
pas représenter J(a) dans ioui le plan (excepté la coupure) par 
une intégrale de la forme 

En supposant 

m 

il vient 



r-^"''*-2=i7^ 



Identifiant cette série avec celle de Stirlinj; 

i.i.a 3..^.€F» S.h.fi» '"* 
on obtient les c^ et 

B,J- B,a?» B,ar» Bvr«» 



?(') = 



i.u.iî 3.4.5T ' 5.6.91 7.».ij: ' "■' 

La valeur asjmptotiquc de B^^i ihn étant — ;» on constate que 

la série obtenue est ioujours com^ergenie; f (j?) est une fonc- 
tion entière. 

Il va sans dire que cette déduction manque de rigueur et, pour 
savoir ce qiie vaut le résultat, il faudrait étudier maintenant la 
fonction o{x), reconnaître comment elle se comporte pour x très 
grand, pour savoir si Tinlégrale 



/ e'^'^f(x)dx 



a un sens. Voilà une recherche qui parait difficile; j'entrevois la 
possibilité de représenter f(d?) par une intégrale définie; mais je 
ne sais pas si l'on pourra en tirer quelque chose. J'^i cependant 
quelques raisons pour croire que, pour x. très grand, ^(x) tend 
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vers léro ta cliangeanl de signe eontiniieUeiiient eonme la fene» 
lion de Bessd ei de Fourier* 

La série f (x) étant tonjonrs convergente, il ne faut pas s*étonner 
qa^elle conduise, par Tintégrationy à la série de Siiriing qai esl 
divergente* En effet, dans des cas pareils, on n'est jamais autorisé 
à intégrer les termes de la série; cela ne peut se justifier que dans 
des cas particuliers. Ainsi, par exemple, supposons a > o et 

Ici 



1.9 i.a.3 i.x.3.4 

est une série toujours convergente ; miis en intégrant il vient 

5 6t è« M 
5""î3?"**3î? 43*"*' •• 

série qui n'est convergente que sous k condition 1 6 1 < a. 

Puisqu'il est asèex probable, d'après ce qui précède, que J(a) 
peut s'exprimer dans tout le plan par- 



f^ €"fi^i9)dx. 



on peut cbercli|(^ aq^ à obtenir cette * forafiale en partant des 
expressions connues de i{à) dans tout le plan. Cest de cette 
façon que j'ai cm retrouver, en effet, cette formule, avec une 
expression de f (x) qni me donne à penser que f (x) tend vers 
zéro pour x = oo, comme je le disais plus haut. Mais je n'ai pas 
encore suffisamment approfondi ce sujet, qui, peut-être, se uK^n- 
Irera trop difficile pour moi. 

En espérant d'avoir bientôt de bonnes nouvelles devons, je vous 
renouvelle, cher Monsieur, l'expresdon de mes sentiments d'affec- 
tueux dévouement. 
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871. - STIELTJKS A HERMITE, 

Toulouse, i3 mai 1893. 
ChEII MoifSIEUR, 

Le géomètre anglais G. Boole a donné, en iSSq, dans son Trea* 
lise on differentiùl eguaiions (Chap. VI, p. i3} la formule sui- 
vante, 



I. •4.3.4.5.0 



où B|, Bj, . . . sont les nombres de BernouUi. 

Je me suis proposé d'établir cette formule avec le terme com- 
plémentaire. Le problème n'est pas difficile; c'est plutt^t un boa 
exercice d'écolier, mais qui n'est pas sans intérêt. J'ai servilement 
suivi vos méthodes pour les fonctions de BernouUi et la formule 
sommatoire, qui s'appliquent ici encore avec un plein succès. 
Voici mes résultats : 

— -=H-ip(a?, i)«-t-...-*-Q(ar, rt) h..., 

«•-H I TV » / '^ ' ' i.a ..n 

e»-Hi t.'JL i.a.3.4 i.:t.3.4.5.6 

çp(i — *, an)-=^(ar,an), 

p 
©(4?, an) =»«?•*•— (in)i(2«— i) — 4P««-> 



■(un),(a» — i))^a?«'»-«--(an),(i«-i)52jp' 



/»-»-#.. 
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Le poljnome (*-<» i)" f (ai| %n) est emstimnmgnt positif dani Pin- 
terfmlle (o, i) ci erotl de «ssoi nss-t po«r décroftie de u=zl 

i a =: i« C^est ce qu'on établit encore en MU¥inl votre méthode 
qui conduit eujL formolea 

eo8(ir-^4)4 . . ^ , SX ^ 

*-*logeo8^s s«|4t^a,4i4^«g^... («a>e); 

eos|js 

One 



/ 



\(«.>»)Ai.(-.)./<"^-'>»'^. 
d*o& Ton conclut pour R« Fespression soÎTante : 



Cest le terme suivant de la série, dans lequel an a remplacé 
fto4.i(4r)^/i^i(*^A) par i^/«»^<(irH-«A). 

Les poljnomes y peuvent s'exprimer facilement par les polynômes 



de Bemonlliy mais je ne vois pas qu'on puisse tirer quelque chose II 
d'utile de ces formules, et il semble que les poljnomes f méritent 
une étude directe. 

Vous vojes que je continue à me distraire en travaillant un peu, 
tout doucement, je ramasse surtout de nouveaux matériaux pour 
mon travail sur les fractions continues, et je vous dirai que cette 
excursion sur une formule de Boole n'est pas étrangère à mon des» 
sein principal. En effet, j'ai été ainsi conduit, par exemple, à consi« 
dérer l'intégrale 

•'ê cos|sf « «• . a» 

En supposant o < âP < i , la série divergente a toutes les propriétés 
de celle de Stirling; mais je trouve qu'elle donne une fraction 
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continue convergente 
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a-f- 


Ai 






T, 




a- 


. '*• 



an-. 



oA Xsit= a') ^'tit+i = (n + x){n-hî — x). L^inlégrale s'exprime 
sans doute par la fraction 

^logr(a). 
etc., etc. \ 

En faisant les meilleurs vœux pour votre santë, vous voudres 
bien accepter la nouvelle assurance de mon dévouement sincère. 



87». — ff ERMITE A STIELTJES. 

Paris, 17 mai 1893.. 
Mon CHER Ami, 

Après chaque leçon je dors sur les deux oreilles et je serais 
désolé de mon état de paresse si je n'apprenais que M. Bertrand 
ne vaut guère mieux. On vient de me raconter qu'il a passé quatre 
jours & Saint-Malo, dans une chambre d'hôtel, à regarder en face 
de lui la mer, sans bouger, sans rien faire; j'aurais grande envie 
de suivre son exemple; mais les leçons sont là, plus impérieuses 
encore que le devoir que j'ai laissé en souffrance de vous écrirct^et 
de vous répondre. Au sujet de votre égalité 

-» 1 4- ç(*, i)« -4- • . •-+• f ( X, n) • 



je remarque que 
Faisant donc 

■;ï37-2s-<')7:7t:;;' 
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^ons vojn qa*oa traove 

t(..«)-*.[8.(î:^)-8.(f)]. • 
On a aassli^larsqiie m eti pair, 

'•(î)*»-(^) -?»-<->• 

ce qui donii^ 

^(».ii)«S.(«jp)-«»*«S«(j). 

Pour M impair, Fégalité analogue étant 

le résultat est moins limple. 

Permettea-moi de toos demander si Ton a remarqué les expres- 
sions asjmptotiques suivantes : 

Elles mettent en évidence la proposition de Malmiiten qne 

sont des quantités positives lorsque x varie de séro i l'unité et ont 

un seul maiimum pour x = -• . 

Et mainlenanti cher Ami, veuilles entr*onvrir la porte qui donne 
accès aux confidences , ne pouvant me retenir de vous conter 
, histoire. 



J'ai un article i envojrer en Amérique; je n'ai pas le courage de 
chercher dans mes souvenirs; les valeurs asjmptotiques de Sft(x) 
que j'ai A ma disposition feraient bien mon aJDTairei si mon résultat 
n'a pas été déjà donné. En comptant| mon cher Ami| sur votre 
érudition autant que sur votre obligeancci je. vous prie de me 
croire toujours votre bien sincèrement et affectueusement dévoué. 
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373. - STtELTJES A U ERMITE. 

Tovioutc, i8 mai 1M93. 
ClIRft MoNSlEt'Kf 

Sur la question de la valeur asyinpiolique des polynômes de 
IkrnoulH je dois vous si^pialcr un arlicle de M. Appell : Abf/- 
vetles Annales de mathématiques (3** série, t. VI, année 1887, 
p. 547). Après la publication de mon Mémoire sur le dévelop- 
|>ement de logr(a) (1889)1 ^* Appell m*a écrit une leltre pour 
appeler mon attention sur son travail que j'aurais dû citer a la 
dernière page du mien; mais le mal était fait. Vous verrei que 
M. Appell obtient les formules 

où CjM et «sM^fl lendcnt vers séro a\cc -• cl cela \\o\kr toute valeur 

réelle ou imaginaire de x^ à l'exception seulement des valeurs 
.entières o, =iri, di a, ... Cela est d'abord un peu surprenant; 
cependant c'est parfaitement vrai, comme cela résulte du raison- 
nement dévelop|)é par M. Appell. Je crois qu'il a, lui-même, envi- 
sagé seulement les valeurs réelles, puisqu'il dit qu'on peut déduire 
son résultat aussi de la considération du développement trigono- 
ro 'trique des fonclion<« f . Or cela n'est vrai que tant que x est 
réel. En effet, supposons o <C or < 1 , on a 

f j,(x -t- 1) « ^m(T) -fr- jr\ ^i,(ar 4- a) = 9i,(x) -^ jt^h- (x -r- 1)«, 

Or ces' quantités x"^ {x + 1)'' sont infiniment petites et négli- 
geables par rapport à ^m{^) qui croit plus rapidement que la puis- 
sance /!*'"* d'un nombre fixe. Ainsi o«(jr), ffm{JO 4- 1)» ••• ont même 
expression cuymptotique. Le développement trigonométrique sup- 
pose essentiellement x réel et compris entre o et 1 . On ne peut 
pas aborder de cette manière les valeurs imaginaires. 
Ce résultât, que 7ii(^) croît avec n plus rapidement que la puis* 
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sance n*^^ d'un nombre fixe qaekonqiie (si grtnd qo^on voudrait 
le prendre) intervient fAcheoeement si Ton te propose le problème 
suivant : Soit 

one fonction entière; la série étant toojonrs convergente^ on 
demande de déterminer une seconde fonction entière H(x) telle 
qne 

H(jrH.i)-H(jr)«G(jrX 

Si la série 

(») 2*-»*<'> 

• 

était convergente on pourrait la prendre immédiatement pour H( jr) 
et la question serait résolue. Mais, i cause de la circonstance men- 
tionnéCi la série (a) n*est pas toujours convergente et l*est même 
seulement dans des cas exceptionnels. Cest pour cela que la 
solution de la question posée n*est pas si simple; M. Guichard 
l*a résolue complètement dans un beau mémoire. Récemment 
M. Appell est revenu sur cette question dans le journal de Jordan ; 
il a modifié un peu la métbode de M. Guicbard. Au fond la s^du- 
tien revient à teci| que, au lieu de (a), on prend 

m 

(3) H(jr)=2«.[?.(*)-R.(»)l. 

OÙ les R« admettent la période i et sont choisis tels que la série (3) 
est convergente en même temps que (i). Toute la difficulté réside 
dans le choix de ces R«(^) qui peut se faire encore d*une infinité 
de manières. En étudiant les Mémoires cités, j*ai cru qu*on pou* 
vait le laire bien plus simplement que MM. Guichard et Appell et 
je soupçonne fort qu'il suffit de prendre pour R«(') ^^ somme 
des n premiers termes du développement trigonométrique de 
fji(x). Mais, jusqu'à présenti le temps m'a manqué pour déve- 
lopper ridée qui s'était présentée à moi A cette occasion. Vous 
voyes que la question est intéressante et rappelle les procédés 
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de M. Millag-Lefflèr pour former des fonctions uniformes avec 
des disconlinuitës données. 

j Veuillez bien accepter les meilleurs vœux pour votre santé de la 
part de votre aflTectueusement dévoué. 



874. - Il ERMITE A STiELTJES. 

Paris, ao mai 1893. 
Mo2v CHER Ami, 

Vous m'avez rendu, cette fois comme tant d^autrcs, un service 
dont j'ai grandement le devoir de vous remercier, en me donnant 
d^une manière si claire les résultats que M. Appell a obtenus sur 
les polynômes ^tm^%{x) et ^««(x). Ils ne diÔercnt pas, dans le 
fond, de mon résultat, puisque Ton a, asjmptotiquement, 

mais, ce que je n'avais pas vu, ce que vous m'avez appris, c'est 
que ?iv(<r -f-i), 0^(0: 4- '1)9 ••• ont même valeur asjmptotiqiic 
que ^{x). Reste cependant la supposition de x imaginaire : c'est 
un cas très intéressant à étudier, et je me ferai un plaisir de lire, 
sur ce point, le Mémoire de M. Appell. Quelle chose importante 
aussi, que cette application de l'idée profonde, de rendre conver- 
gente, en choisissant comme il faut la quantité Rm(x), la série 

2^*[?«(''^) — R«(j?)]?ie ne cesserai de vous tourmenter jusqu'à 

ce que vous ayez simplifié l'analyse de M. Appell, en suivant Tidéi; 
heureuse qui vous est venue de vous servir du développement tri- 
gonométrique des polynômes ^m{x)* On trouve ce développement 
plus facilement que Raabe (Crelle, t. -iS, p. 348), si l'on cherche 
à développer par la formule de Fourier c** pour x>o et < 1 , 
a restant quelconque. Il vient ainsi 

(a s o, dri, dz%f ...). 
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Cela élanl, j*itole le terme qai correspond i nao, ^ eel i 
el j'obtiens 

#•—1 ."'«•"•- — I "*"*Zi«*-H4n*«* *^ «•-i-4n*«* 
Mais on a 

i__j — t-»t.H-..> '-r-'- ..^.. 

a 0^—% a i«a i.»**.am 

etUsnffii de: développer les fracUons^j;-^^^ ST^ïSm?* *'* 
suvant les puissances de a poor arrÎTcr aux expressions 

i.a...am ^ ' JLa iait«>*-»"^» 

. (— ')* / . cot4»<P 



(««)«-«■• 






Reste i réduire cette dernière formule, ce qui se^fait en mnlti* 
pliant par i • a. • .(a m + 1) et employant la valeur asymptoti^oe 

i.a...(ajn + i) B^^t 



i^a«)««*-^« aj»-+-a 

Mais ces développements, si él^;ants, sont frappés de malédic» 
tion; leurs dérivées d*ordre am + i etam4-a sont des séries qui 
ii*ont aucun sens* L' Analyse retire d'une main ce qu'elle donne de 
Fautre. Je me détourne avec eflroi et horreur de cette plaie lamen- 
table des fonctions continues qui n'ont point de dérivées et je 
viens vous féliciter bien vivement de votre merveilleux dévelop- 
pement en fraction continue de l'intégrale i ^^* 7^. e"*» <fs« 

Vous dites qu'elle s'exprime sans doute par D«logr(a); ce seraii 
une chose non impossible certainement, mais bien extraordinaire, 
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si voas parveniei par celte voie à une formule qui subsisterait dans 
toute l'étendue des valeurs réelles. Donnez-moi, mon cher Ami, 
de votre génie, je vous donnerai en échange de ma paresse, et je 
vous propose cet échange afin que vous ne fassiez pas de trpp 
grands cflbrts de travail et que vous vous reposiez autant qu'il est 
nécessaire. J'excède la mesure, hélas I et, surtout quand le temps 
est à l'orage, je ne fais que rêvasser ou dormir. Dans huit jours je 
serai en Lorraine pour une semaine, étant appelé pour une aflairc 
de famille ; de Flanville je vous écrirai en sollicitant votre conseil 
au sujet des nombres de BemouUi qui me donnent le sujet d'un 
médiocre article. 

Recevez, en attendant, l'assurance de mon aflection la plus 
dévouée. 

875. — STIELTJES À HEBMiTE. 

Touloysc, i4 juin 1893. 

Chez Momsieur, 

J*ai bien de la peine à croire que ce n'est pas à vous que je 
doive, pour la plus grande partie, la nouvelle distinction que vous 
m'annoncez (*). Si ce n'est pas directement, au moins indirec- 
tement, par le rapport sur mes travaux que vous avez fait l'année 
dernière lorsqu'il s'agissait de présenter des candidats à la place 
laissée vacante par la mort d'Ossian Bonnet. Je suis ainsi fait; 
j'ai le sentiment très net que tout cela est bien au deUt de mou 
mérite. 

Je travaille toujours a mon Méiiiuire sur les fractions continues 
qui avance doucement. Ma santé est assez bonne; cepcnilnut j'ai 
ressenti les premiers symploiiies de la maladie de vessie qui m'a 
tant fait souilrir Tannée dernière. Heureusement un repos absolu 
pendant quelques jours a suffi |K)ur les faire disparaître. 

Je vais vous imiter maintenant en parlant de choses de pas bien 
haute volée. Vous savez que Binet s'est proiMisé de remplacer la 



( * ) Note des iditeurê, -^ Il iiiaiM|u« erruineroeni uae lettre d'Hermiie, dan* 
l.M|ttell« il «iiMMe à SUcUjcs que VKeiàémlt Tient de lui décerner le Prix Petit 
U*Ormoy. 
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série de Sturlinç, 

per un développement eonvergent, et il e oblenn eette expretàon 

J(j)« — 



«a=J Q— jfjjF(i — Jr)(a-V)...(n — I — »)Ap. 
f I l5 11 3499 

••""ÎS' ••■S* ••-Tes* ••''û' •'"'75^ • 

La série est convergente ponr j > o et même ponr j = o ti l'on 
multiplie d*abord per s. 

Je remarque que tout les coefficients a», ««,..• sont positifs.'£n 
effet, en changeante en 1 — x on a 

«• = — rQ — jM jr(i~*)(iH.4r)(a -♦-»)...(• — * + jf)^. 
donc aussi 

Oft 

t(jf)-(a-*)(3-#)(4-*)...(n-l-Tjr) 
— ( I -H jr) (a -♦- jp). . .(ii — a •♦• jr). 

.Orpourx< ' ona 

n-^i — *>• — a-4-jr, 

donc ?(x)>o; pour ^>i» au contraire, f(x)<o. Ainsi, le 
produit (^ —^) ?(^) ^3t constamment. > o; donc aj»> o. Gela 
étant, je dis que la série 



est absolument convergenle pour toute valeur j = a + Ai dont la 
partie réelle a est positive. En effet, il est clair que pour »=,a+ bt\ 
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on a 

|4|>«, |j(j-4-i)|>a(a-4.|), 

|-j(«-i-i>(i-f-a)|>a(aH-i)(a-ha), ..., 
donc la série 



3j(«-f- !){«-*- 2) 



. a ses termes positifs et plus petits que les termes correspondants 

de la série 

,• ^> , 

:;<i(a-4-i)(a-f-a) 

qui est convergente. 

On en conclut facilement que la série de Binet représente J(5) 
pour toute valeur de s dont la partie réelle est ^ o. 

J^ai certaines raisons pour croire qu'il existe pour J(s) un déve- 
loppement analogue a la série de Binet 

t 

où l^mi^) est un polynôme en z tel que les racines de Pn(^) sont ^o 
et qui représenterait J(;;) dans ioui le plan, excepté la coupure 
de o à — 00. Mais je ne vois pas comment obtenir ce dévelop- 
pement dont Tcxistence me parait très probable. 

Tout à riieure je me propose d'aller à la Bibliothèque pour voir 
la composition de la Commission pour le Prix Petit d'Ormoy. 

Veuilles bien accepter, cher monsieur, la nouvelle assurance de 
mes sentiments alTcctueux et reconnaissants. Je regrette beaucoup 
que des afTaires sérieuses vous empêchent de penser à l'Analyse 
en ce moment. 

876. - HERMiTE A STIELTJES. 

\ Paris, 95 jaîa i^gS. 

Mon cmre Ami, 

L'extension que vous avei donnée à la formule de Binet 
f/.x ^ J 2î 

II. SI 
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m*a causé oa véritable filaiiir. Vms loi donnei ainsi «iia impor* 
lance qae je n*élais pas disposé à loi reconnaître^ ayant eo jasi(a*ici 
le très grand tort de la dédaigner à caase de sa convergence déplo* 
rablement lente* Mais vous soulevés une question qui m'intéresse 
i un bien-plus haut degré, la représentation de J(ji) par une série 

rationnelle ^ b ^ ^ dans tout le plan, moins la partie négative de 

Taxe des abscisses! Si, comme je Fespère el serais bien conteni de 
rapprendre, le repos vous a débarrassé de vos récentes souffrances, 
' je viens vous prier de ne point l'abandonner. 

Comment comprenei-vous, d'une manière générale, un mode 
d'expression par une série rationnelle, comportant une coupure, 
avec des différences finies, i une distance infiniment petite aux 
deux bordst Je ne vous cache point, je vous avouerai, que j'ai des 
doutes et, ne pouvant faire l'effort nécessaire, j'attends vos lumières 
pour les dissiper. 

La fatigue ordinaire à la fin de Tannée me confine de plus en 
plus dans ce que saint François de Sales appelle les basses vallées 
de l'humilité. Permettes-moi de vous en dire un mot pour le cas 
où vous aures à enseigner l'application aux fonctions ellîpticpies 
du théorème de M. llittag-LeflOer, que j'ai très mal donnée dans 
mon G>urs, page aSg de la dernière édition. Au lieu de la fraction 

Z(x)= —y ^7^> ^ ^'^"^ beaucoup mieux considérer celle 

*(' 5-) 

O'(x) • • ' 

de Jacobi : Z(x) ss -jA^f en fSrisant toujoursa = aR et & s ai K/ 

afin d'éviter l'embarras d'isoler le pAle jt = o. Gela étant, le point 
essentiel est de démontrer la convergence de la série 

2/ ÏTF^ :ï (••,ii-o, ±i,d:a. ...); 

voici comment je l'ai traité dans ma dernière leçon. 

On peut poser s — ^-i— = «a -f- ?6, a et p étant réels; le 
terme général devient ainsi ^^^^^^^^^^^^^^j, » ce qui permet 
d'admettre que a et ^ soient positifs et moindres que l'unité» 
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G>n8idëranty enfin, TexpreMion plus simple 

et me bornant au cas où m et n sont positifs, j^en\Isage la surface 

dont l'ordonnée décroît quand x et y augmentent. Soit Zm^n sa 
valeur pour x = m, ^ = /t; le plan mené perpendiculairement à 
\ ^ son extrémité rencontre les ordonnées Zm,n^%^ Sm-^^nj «M.i,ii-.i au- 

dessous de la surface et détermine un parallélépipède rectangle ayant 
\ pour base un carré égal & l'unité sur le plan des xy. Le volume est 

donc Zm,m «t Ton voit que la somme V Zm^m étendue aux valeurs 
m=:i, a, 3, •.., /( = i,a,3, ... a pour limite supérieure Tinté* 
grale 



Elle est donc finie; en remarquant que, d'après le théorème de 
Giuchy, les sommes ^ ^m,# (/»» = », a, ...), ^ «•.* (/» = », a, •. .) 
ont pour limites supérieures les intégrales simples 

et 

on achève d'établir que la somme double est finie. En changeant 
ensuite m en — m on a la quantité 

qui a la même forme, car m partant de l'unilé on peut changer m 
en I + m, poser i — - a = a' qui sera positif comme a, etc.. 

Maintenant, une observation qui n'est peut-être pas inutile. 
Âjant obtenu la relation 
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où je fais p = ^^-^^^ — > Ma ~ nft, j*en conclusi en uHégrani k 

partir de xsso, 

,, *-'-2[^-p^]- 

J*ai représenté sK et %iK! par a et fr; ona d<me, en Cusant sue- 
eessivement jr = a et x ss fr, 



Les seconds termesi dans le^ deux sommes, se déduisant do 
premier par le changement de m en m-H i et de ii%n it + i- 'V 
vainement jascpi'ici cherché à obtenir ce résultat d*une manière 
directCi et souvent j'en ai en besoin. 

Dans Tespérance que vous me donnerei bienlAt de vos nou- 
velles et en vous priant de croire toujours à mon affection hi plus 
dévouée. 

a77. — STIELTJES A HEMilTE. 

TmImm, i> Jaillet tSgS. 
Gna MoHsiBuai 

Je sens le besoin de vous répéter encore comment j*ai été touché 
par votre accueil si amical pendant mon dernier séjour à Paris. 
G*est par petites étapes que j*ai lait le vojage pour revenir ici, en 
sorte que je ne me suis pas trop fatigué. I*ai retrouvé ma famille 
en bonne santé et je suis heureux d'apprendre qu'à Paris tout 
rentre dans l'ordre maintenant. Vraiment ce peuple de Paris est 
extraordinaire; mais aussi les écrivains modernes ont trop pris lé 
parti de l'exalter. Au xvi* siècle Rabelais disait : « . • . Car le 
peuple de Paris est tant sot, tant badault et tant inepte de nature, 
que ung basteleur, ung porteur de roguatons, un mulet avecques 
ces Gjmbales, un vielleux au mjllieu d'un carrefour, assemblera 
plus de gens que ne ferajt ung bon prescheur évangélicque. » Je 
ne vois pas d'auteur moderne qui oserait s'exprimer ainsi, vojes 
V.Hugo! 
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Maintenant deux mou encore sur les relations 

pma ^ ma — nb (m, n so, d:i, ±2, ±3, ••.). 

Soit, pour abréger, -^ =: (m, n); la première relation s^écrit 
Ssa^^[(m,n)'^(m'^%fn)]sso (m, n sa o, dzi, ±1, d: 3, ...)• 

A cause de la convergence absolue, il est permis de rassembler 
d'abord les termes pour lesquels n a une valeur fixe et d'écrire 

où 

<«"S[(m, w) — (m-4-i,n)] (mt«o, ±1, ±a, ...). 

Or, cela veut dire, p et g étant des nombres positifs croissant 
au delà de toute limite, 

c'est-à-dire ^n est la limite de 

(— /,, n)-*- ( — /? -t-i, n) -4- (— /> ^ a, n) -4-. . .-♦- (7, n) 

— (— /> -4- 1 , n) — (— /> -♦- a, n) — . . .— (7, n) — (7 -f- 1, «), 

c'est-à-dire la limite de 4- ( — Pj n) — (9 4- 1, n) pour y? = 90, 
^ssoo; donc ^ii=:o et puis S=so. c. q. f. d. 

Je me rappellerai toujours la soirée du 4 juillet; quel dommage 
qu'elle ait été troublée ainsi. Je pars aujourd'hui même pour 
Bagnères-de-Bigorre. 

Veuillei bien me croire toujours votre très dévoué* 



Digitized by VjOOQIC 



Si6 



Z7S. ^ BBRMtTB A STiSLTJSS. 
Mov con Ami, 



J*ai été, fl y a bien det uméet, à Bignèret-de-Bigorrei j*eii ai 
gardé bon souvenir, et j*espère qne tous 7 seret dans les meil- 
leures eonditions sous le rapport du climat et de la beauté du 
pajs. Vous Youdrei bien, je pense, me donner de tos nouvelles 
avant mon départ de Pferis «jui n*aura pas lieu avant le 6 ou le 7 du 
mois proebain, à cause du mariage de ma petite-fillci auquel nous 
devons naturellement assister. Quel dommage que les troubles du 
quartier m'aient privé du plaisir de vous la faire connaître ainsi que 
son futur, M. Petit, agrégé d*bistoire, professeur à TÉcole Monge! 
La réunion, manquée par suite des événements, a eu lieu bieri et 
vous 7 aves été remplacé par un de vos admirateurs enthousiastes, 
M. Mat7&s Lercb, qui est venu de Prague voir les mathématiciens 
français après avoir rendu visite aux Allemands A Wurabourg et k 
Bonn, en devant ensuite poursuivre son vo7age A Liège et A Gand, 
chez les Belges. 11 est extrêmement ingénieux, et je fais grand cas 
de son talent qui s*est exercé sur beaucoup de sujets, entre autres 
sur les intégrales eulériennes. Voici un résultat dont il m*a derniè- 
rement donné communication et qui, peut-étre, vous intéressera. 
11 obtient cette formule 

logr(i»H-«)H-a--«log«H-(a--j)logs«H-jIogîîîip 

« ■ r* r iog(^-aulit) log(jr-Haiif«n , 

qui suppose o<a<ietii>o. Dans le cas de a s= I, elle devient 

logrfaiH-M H-ai — ailo(ai*ilof«n i / 



aretaag-;;- 

dbr. 



•*-*-i 



Mais, malheureusement, au moins pour moi, Tintégrale du 
second membre ne lait nullement reconnaître ce qu'on doit trouver 
en changeant ii en ii + 1 • 
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Vous me cilez, mon cher Âmi, un iexle de Rabelais qui est une 
proiestation contre Tinepte orgueil de la Ville-Lumière, la Ville- 
Pensëe, etc.; pcrmeltez-moi une cilalion d'un article tout récent 
de M. Lavissc, qui esl intitulé Le quartier latin et qui concerne 
Tëtat d'esprit, Tétat moral de nos étudiants : « Cette jeunesse est 
en train de devenir inconsciente de Timmoralité en litlérature. • • . 
On assiste à une réunion, à un banquet, A une fête. Ces jeunes gens 
j parlent, et ils aiment qu'on leur parle sérieusement. Puis, tout à 
coup, l'un d'eux se met au piano, et les voilà qui chantent des 
chansons à faire rougir les singes, sans se soucier ni de la qualité, 
ni de la profession, ni de l'Age de leurs invités qui les écoutent.... y» 

En attendant, mon cher ami, avec impatience, des nouvelles de 
votre santé dans votre séjour aux Pyrénées et vousi remerciant 
bien de votre démonstration des égalités 



2iU« (a^pA 



veuilles croire toujours A mon alTection la plus sincère et la plus 
dévouée. 

879. — HERMiTE A STIELTJES. 

Paris, 7 soAt 1893. 
Moir cHRa Ami, 

Je serai demain A Flanville où il me tarde d'arriver pour 3- 
prendre un repos dont je sens extrêmement le besoin. Ce n'est pas 
un beau et riant pays comme les Pyrénées. La contrée est plate et 
monotone; partout des tombes multipliées y rappellent les tristes 
souvenirs de la guerre; mais j'j suis en famille, loin de Paris, et 
je m^j régale de paix, de tranquillité et de bon air. J'emporte avec 
moi un paquet de vos lettres d'il y a longtemps, de 1888, avec 
l'intention de ressaisir les questions qui nous occupaient dans ce 
temps et dont il ne me reste plus qu'un bien faible souvenir. 
Sans doute il me faudra recourir A votre bonne obligeance, si, 
comme je l'espère, vous avez pu vous-même vous remettre au 
travail, afin de combler les lacunes de ma mémoire, retrouver et 
réunir mes idées, diijeeti membra poeiœ. J'ai été distrait du tra- 
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ynH par des eiiooiistaiicet de famille : le mariage d*oiie de 
petites-fillet avce an ptofessenr de llJiiiircnité, M. Cbaries Petit, 
qui a eo lieo samedi dernier i Sainlrniomas-d*Aqnin, et aatsi 
par le malken^ d*an de met neveiix, M. Henrjr Bertrand, le fils 
atné de M. jQesand^ Bertrand, qui a perdu Une charmante enfant, 
enlevée i Tâge de 5 ans par nne méningite. Les préoccupations 
causées par ce concours de choses, les unes .heureuses, les autres 
fumistes, m*ont tellement éloigné de rAnaljse que je n'ai pu et 
que je ne puis encore retrouver ce dont vous in*aves parlé au 
sujet des intégrales ajant des lignes de discontinuité. Je crois me 
souvenir que vous les considères sous la forme ff €f^, la fonc* 
tion 4* jouant le ^principal r6le, de sorte que votre point de vue 
n*a aucun rapport avec ce que j*ai fait autrefois ; mais tout m'échappe 
absolument, malgré l'intérêt de la question; rien ne me veste de 
ce que vous m'en aves dit, et j'aurais grand plaisir, cette fois 
comme bien d'autres, i suivre la voie que vous aves ouverte, si 
vous voules bien me mettre dans le chemin. 

Dans une prochaine lettre je vous demanderai aussi votre avis 
au sujet d'un point du beau travail de M. Weierstrass sur la nou- 
velle fonction p(x). Dans les dernières pages, la forme normale 
de l'intégrale de troisième espèce j est donnée par l'expression 

/ ^\ J^^,: dx. sans fixer d'une manière précise la limite 
inférieure* Il m'a semblé qu'il j aurait avantage à adopter la quan- - - 
tilé / \1^ ia'i ^* ^^ conduit pour l'addition des aliments 

à un théorème fort simple. Quelle chose singulière et remarquable 
que p(x) soit l'origine de tant de relations analjtiques imprévues, 
qui justifient si complètement son introduction comme un élé- 
ment indispensable, ayant son rAle propre et dbtinct des trans- r - 
ccndantes snx, cnjr, dnor. Mais je ne puis croire avec Halphen 
que ces anciens éléments doivent céder la fdace au nouveau venu 
et que les belles relations auxquelles ils conduisent n'aient plus, 
ainsi qu'il le dit dans son premier Volume, qu'une importance 
historique. Je me sens aussi gêné, mais sans doute à tort, que les 
racines de l'équation p(âr) = o se dérobent; jamais il n'en est 
question, il semble qu'on veuille à tout prix les fuir. 

En espérant, mon cher ami, que la magistrature vous aura laissé 
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en paix, que vous ne prononcerez pas sur le son de vos concitoyens 
criminels et coupables (')) et que vous êtes heureusement installe 
à Bagnères-de-Bigorre, veuillez recevoir la nouvelle assurance de 
mon aflection entièrement dévouée. 



380. - STIELTJES A HERMITE, 
D»giiéres-<le-Btgorre, rue Hautes u-Pouej, la «oAl 1893. 

Cheu Monsieur, 

J^ai appris avec regret que la joie que vous a dd causer le 
mariage de votre petite^fillc n'a pas été sans mélange et que M. Ber- 
trand a perdu sa fille à la suite d'une méningite. C'est une bien 
terrible maladie et la guérison est presque autant à craindre qu'une 
issue fatale. Une de mes connaissances a un (ils de douze ou treize 
ans qui, a la suite d'une méningite, est resté complètement sans rai- 
son ; c'est à peine s'il sait dire quelques mois et se servir de ses mains. 

Grâce à un certificat du médecin, j'ai pu m'excuser pour le jury 
de la Cour d'assises, et nous sommes ici aussi bien que possible. 
Mais je dois vous avouer que je n'ai pas encore repris le travail; 
je suis rigoureusement le régime que m'a prescrit M. Daremberg; 
mon appétit s'est réveillé un peu, et, grâce à une certaine poudre 
de viande, j'espère arriver à augmenter de poids. C*est là ce que 
je n'ai pu faire jusqu'ici, et, en arrivant à Bagnères, j'ai constaté 
que je pesais un peu moins qu'au commencement de l'année. 

Je ne vous parlerai donc ni des intégrales / o</^, ni de la fonc- 
tion p et des intégrales de troisième espèce, mais j'essaierai de me 
retrouver un peu dans le second sujet. Pour moi, la fonction p(m) 
est une fonction doublement périodique du second ordre dont les 
deux infinis se confondent et sont u = o. Si/(a) est une fonction 
de cette nature, la plus générale est 

F(ii)«C/(M)H-C', 



(*) NoU du éditeun, — Il doit manquer une lettre de Stiel^eti où il annon- 
çait quMfiiseU perile d« Jury. I r\r\n\o 
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G et O élanl des eonsUuilcs. Pénr mww p on m déleminé le 
rapport C:0 par la condition que dans l'expression 

F(«)>« mV(my^ bF(my^^ cF(«)-h «#, 

6 = 0. De cette façon, comme vous le remarques, les racines de 
p(ic)=s o se dérobent et deviennent des fonctions transcendantes 
fort comi^iqttées et non étudiées des périodes. ij 

Biais j'ooUie que je n'ai pas besoin de Tons dire ces choses, j'ad* i 
mire votre courage d'entreprendre l'étude dé p(«) et des relations 
analytiques auxquelles die donne lien. Un de ces jours, je recom* 
mencerai à travailler un peu; je relirai d'abord ce que j'ai rédigé 
sur les firactions continces, puis je pousserai plus loin ce travail. 
. En mém^ temps je me propose de réfléchir sur les nombres algé- 
briques. Dernièrement, i Paris, il m'est venu une idée sur ce sujet, 
et, quoique je n'aie pas grand espoir qu'elle mènera à un résultat, je 
dois, par acquit de conscience, examiner ce sujet. 

J'espère, cher monsieur, que je continuerai à recevoir de bonnes 
nouvelles de vous, et que, dans la suite, je pourrai vous écrire des 
choses plus intéressantes. 

Veuilles bien accepter la nouvelle assurance de mes sentiments 
d'affectueux dévouement. 



881. — HERMiTE A STiELTJES. 

Plaafrille, pw Noberttle (Lotraiae). a6 méI 1893. 

Mon cnsa Ami, 

J'avais espéré, en arrivant en Lorraine, me remettre au travail 
et prendre courage à l'ouvrage; mais jamais je né me suis senti 
plus éloigné des mathématiques. Tout mon temps se passe à ne rien 
faire, ou bien à lire, ce qui rerient au même; je ne puis même me 
décider à étudier les formules et propositions pour Temploi de la 
théorie des fonctions elliptiques de M. Weierstrass, que j'ai 
emportées dans cette intention. Dans cette situation d'esprit, en me 
laissant aller à la rêverie, je me suis souvenu avoir autrefois songé 
aux fonctions de deux variables qui restent toujours de même 
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signe pour toutes les valeurs réelles. Permettez-moi de vous indi- 
quer un type analytique de ce genre d'expressions, qui est donné 

par la quantité ^ ^^^^ ^ en supposant que /(x) varie dans le 

même sens que x. Il est clair que, si cette fonction crott avec la 
variable entre deux limites quelconques x =: a et x ts 6, la frac* 
tion considérée sera positive pour toutes les valeurs de x et y^ 
\k rintérieur du rectangle que je figure, EFGH, compris entre les 



g 


y 






H 










c 






F 











\à^ 



droites a? == a, j? = 6 d'une part, ^ = a, y s= 6 de l'autre. Et il 
. en sera de même pour la somme /''<^>-/'^r> + M^)-A<r^ ^_ 

\ d'un nombre fini ou infini de termes \il£l^jLULl. 

Je demande maintenant si tout polynôme entier F(â7, y) positif 
à l'intérieur de ce rectangle peut se mettre sous une telle forme; 
mais j'en doute beaucoup et, après avoir quelque peu songé à cher- 
cher une mctiiode d'exhaustion pour y parvenir, j'ai renoncé à ma 
tentative : ielum imbellc sine ictu. 

Je désirerais vivement apprendre que vous vous êtes mis à rédiger 
ces reclierches sur les fractions continues qui contiennent tant de 
beaui résultats et auxquelles je me suis vivement intéressé^ non 
seulement par aOTection pour les fractions continues, mais pour 
être assuré que le régime de M. Daremberg et le bon air des Pyré- 
nées vous ont rendu votre activité mathématique. C'est avec le 
plus grand plaisir que je lirai et étudierai ce que vous aurez écrit 
sur cette théorie que vos découvertes ont agrandie et transformée, 
V V et qui ne vous doit pas moins que celle de logr(x), que les poly- 

nômes de Legendre et autres encore. 

Avec tous mes vœux, mon cher ami, pour que la bonne santé 
et les forées vous reviennent, et en vous renouvelant l'assurance 
^ de mon bien sincère et bien affectueux attachement. 

^ , Digitizedby VjOOQIC 






aSS. -* HSBMITB A STiELTJES. 
{Cmrtê poOmiê.) 

Soil T(i?,^)=(« — 4i)(4P~A)Cr — a)(^ — A) : respretsion 
d^one fonction de dem variables, positive à Fintérieiir du ree« 

tanc^ ^^ ^ somme S _ y*(''^».y)t ^^ Ibactions /(x) 
variant dans le même sens, les entiers n étant ari>itnures. On pour- 
rait prendre encore des fonctions entières à coefficients positifs des 

quantités '^ H * ^abandonne entièrement la question. 



sas. — STiBLTJBS A BBBMJTB. 

Bagalwi es nijons» la aaèt 1891. 
- CSmoi Movsnua, 

Je n*ai pas été ~plus vaillant que vous et je n'ose pas encore 
aborder des questions nouveUes. Cependant, puisque vous m'en 
donnes la permission, je vous enverrai prochainement quelques 
fragments sur les firactions continues. Quant à la question que 
vous soulevés dans votre dernière lettre, j'ai* seulement remarqué 
qu'on peut vérifier immédiatement si, oui ou non, un poljnome 

¥{x^y) peut se mettre sous la forme 3 * c'est-à-dire 

si (jp — j^)F(x, ^) est de la forme /(ap)—/(>^). Cela n'arrive 
éridemment que dans des cas très particuliers. Mais avec vous, je 
crois qu'il faut abandonner la question; peut-être n'ai-je pas com- 
pris très bien votre intention. . ^ ^^ 

Dans cette pénurie mathématique, j'ai consulté mes notes et j'y 
ai trouvé la remarque suivante : 

Si, pour toutes les valeurs positives de a et pour n = o, 1 , a, 3, . . . 
l'intégrale 
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a une y^Xeut positive (ou nuUe)^ alors la fonction ^{x) (supposée 
continue) ne peut pas devenir négative entre x = o et x = oo. 
Soit en effet c un nombre positif quelconque : je vais montrer 

que 

ç(c)>o. 

Je pose a =' ^ et je considère l'inté^ale 

Diaprés riijpothèse, cette expression est positive (ou nulle) pour 

/t = o, I ) a, 3| ••., donC| si pour /i=oo elle tend vers une limite (ce 

qui est le cas comme on le verra), cette limite est nécessairement 

positive (ou nulle). 

t— — 
La fonction^ = - e ^ est toujours positive, plus petite que i , 

excepté pour x = c; alors ^ est maximum = i • Pour n très grand, 
y^ est donc sensiblement nulle, excepté dans le voisinage immé- 
diat de â? ss c. Il s'ensuit qu'on peut remplacer sensiblement l'in- 
tégrale par 

•/c-5 



S étant un nombre positif très petit. Pour x = c(i -4- m), on a sen- 
siblement 



I . —S* 



^^ =(l4-l»)e-"sa I II*. ..9 • , 

puisque u reste petit. Ainsi 

f y'*^{x)dx^^ I «*« f (c-hcfi) cdu 



La limite pour a = oo est donc 



B / e * 7(c)tfi/pacf(c)/aic» 
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et puisque ^elteJiflAile est po«itiw oo nnUe^ j*eii condu ' 

f(«)5« «• 0. »• •• 

Vous Toyes i|iie j*ai nnuplemeiit employé le méthode de Laplecc 
pour évalaèr evce epproximetion, pour n très grand, rintégnle 
considérée. On peut rendre le nûsonnemenlebsolumenlrigoaieiOL; 
ce n'est pas bien diiBcile, mais un peu long à exposer. La conclu* 
sion subsiste si Ton sait seulement que I(a, n) est ^o pour toutes 
les valeurs entières de n au-dessus d'une limite fixe, et pour toutes 
les valeurs de a au-dessus d'un nombre fixe. 

J'avais imaginé cette proposition en vue d'une application à la 
théorie de la fonction T; mais j'j ai rencontré une autre difficulté 
qu'il &udra examiner encore de plus près. 

Veuilles bien me croire toujours, cher monsieur, votre affee- 
tueusement dévoué. 



384. — MBBMITE A STMELTJES. 
> FlaafrUk^ ptr NoisevOle (LocnîM), 9 Wfttibw 1S9S. 

Mov CBBE Âvi, 

Je ne réussis pas à secouer ma torpeur; je reste enlisé dans une 
extrême paresse ; mais je n'ai pu voir sans admiration votre méthode 

pour établir que la condition y ^e*^^f (x)d!r >o pour 

il =5 1, a, 3, ••• entraîne que f(x) ne peutjdevenir négative entre 
ij= o etx= 00. Vous aures évidemment un résultat tout pareil pour 

l'intégrale double f J s'y^e''^^^rf{jpyjr)dxdy qui se 

démontrera de même; serait-il aussi susceptible d'application 
comme celle que vous aviex en vue pour la fonction T et que je 
serais bien curieux de connaître. 

Je répondrai à vos rechercha profondes et pleines d'invention 
par des remarques d'écolier que voici : 

On a identiquement 

Jf-^=:A(*--«)4.B(6-»), 
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si Ton pose A =s i ^^ » B =s ?^^ et de là résulte la transformation 

du polynôme F(j?)=(x — g){jc — ^). . . en une fonction homo- 
gène de jr — a et 6 — x. Changeons g successivement en ff^^... 
et désignons par A', B', A', B^, etc., les valeurs correspondantes 
des quantités A et B, on aura l'expression suivante : 

F(j?)«{A(r-.a)-*-B(6 — a?)J[A'(j?-a).*-B'(6 — j-)].... 

Ceci posé, admettons qu'on ait a < 6 et que g^ gf^ ^, etc., soient 
en dehors de Tinter^'alle a ... 6 ; les constantes A, A', A'^, B, B', B^... 
seront de même signe et en désignant par n le nombre des quan- 
tités g qui sont supérieures k 6, il est clair qu'on peut écrire 

F(ar)«(— i)*[G(x — a)*« -4- C|(x—a)«»-<(* — *)-*-.. .-♦-0^(^ — ar)*» J, 

m étant le degré du polynôme, les coefficients G, Gi, • . ., G^ étant 
tous positifs. Il est mis ainsi en évidence que F(jr) conserie le 
même signe pour les valeurs de x qui sont comprises entre a et b. 
Pour aller plus loin et considérer le cas où F(âr) aurait des racines 
imaginaires, soit 

(ar-a)«-hP«aA(x — a)«-i-B(x — a)(6 — 4r)-è.C(A — ar)S 

on trouve aisément 

(« — ,)t^pt =aA(6-a)«, 
a[(a — a)(6 — «)H- {ï«] a B(// - rt)% 

Les coefficients A et C sont donc positifs et il en sera de même 
de B, sous la condition 

(« — «)(6 — «)-*•?« >©• 
Considérons le cercle (a — a?) (6 — J?)-h^*' = o. Son centre est 




sur Tai^e des ^ qu'il coupe aux points A et B tels qu'on ait OA=:f/, 
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OBs= b: La condition posëo levienl i dire qne les nieines adtip 
sont en dehors de ce cercle. Si elle est remplie pour tontes kâi 
racinesi la multiplication dn fwoduit des &cleurs réeb par les fac- 
teurs qui correspondent aux racines imaginaires conjuguées, don- 
nera un.-poljnome homogène enjp — a et 6 — x dont tous les 
coefficients seront encore de même signe. Vous irojes aussi que la 
condition relative aux racines imaginaires entraîne celle qui cor- 
respond aux racines réelles gt g't gft 

Chemin (aûsant, j*ai remarqué que l'équation suivante : 

A(jr— a)<^-B(4r— «)(&— dr)-HG(&— jr)>-HD(jr— a)^S(&— dr)-i-Peo, 

d'une formé, un peu plus générale, étant supposée avoir des racines 
imaginaires, suivant que la quantité suivante 

B(5-> tf y«-f>(E-f> D)(B^g>-haP 

sera négative on positive, les racines seront i l'intérieur ou à l'exté- 
rieur du cercle considéré plus haut : nugœ €UuUjriicœ I 

J'avais cm un moment que tout poljnome V{x^y) qui conserve 
le même signe sous les conditions x< 6, x>* a, et^<A^,^>€it^ 
peut se mettre sous la forme 

F(*, ^) « ZG(* ^ •)«(* - »llHy--a'Y^iV^y^. 

les coefficients G étant tous de même signe; mais, d'après ce qui 
précède, il est clair qu'il faut j renoncer. 

Vous;souvenei-vous que lorsque vous êtes venu à la maison, un 
mardi du commencement de juillet, des charges de cavalerie par- 
couraient le boulevard ; l'émeute grondait t\ a empêché de venir 
ma petite-Gli^et sim fiancé que nous'attenSUons à dtner. N'ayant 
pu vous les présenter à cause des circonstances, permettes-moi de 
me dédommager en vous envoyant leur photographie; 



En attendant des nouvelles de votre station pyrénéenne et en 
vous renouvelant, mon cher ami, l'assurance de mon bien affec- 
tueux attachement. 
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385. — STiELTJES A UEBMiTE. 

fiagoères-de-Bigorre, la septembre 1893. 
Cher Mohsieur, 

Depuis quelque temps déjà je nie faisais des reproches de ne pas 
vous avoir envoyé quelque chose sur les fractions continues comme . 
je l'avais promis. Mais, quoique je ne doive pas me plaindre el que je 
me porte assez bien, je n'ai aucun g;oiU pour le travail, et, ce travail, 
qui m*a demandé tant de réflexions, ne me disait plus rien, .le m'ar- 
rache enfin à ma paresse et, en eflct, je deviendrais trop coupable 
si je ne le faisais pas après votre dernière lettre. Laissez-moi donc, 
d'abord, vous remercier vivement de m'avoir envoyé cette photo- 
graphie de M. et M"* Petit; cela a causé aussi à ma femme autant 
de plaisir qu'à moi. Je suppose que la maison qui est au fond est 
votre habitation à Flanville. 

Dans les feuilles que je vous envoie ci-joint et que vous pouvez 
garder, il n'y a encore rien de nouveau, si ce n'est la cinquièmci 
mais je vous enverrai peu à peu la suite. 

Il me serait difficile, en ce moment, de vous parler de l'applica- 
tion à la fonction F du théorème de ma dernière lettre, et je vous 
demande la permission de revenir plus tai*d sur ce sujet, lorsque je 
serai de retour à Toulouse, où sont mes notes. 

Vous vous rappelez peut-être, et vous verrez bienttU comment, 
que les fractions continues m'ont conduit à une infinité de fonc-> 
tion8/(:r) (non identiquement nulles) telles que 



/■ 



jr"/(«)rfr ŒO (t »o, I, 1, 3, ..•)• 



L'exemple le plus simple de ces fonctions est 



-»Î5in(^Ç) 



J'ai remarqué que, si l'on remplacé U limite supérieure par un 
nombre fixe a, on ne peut pas avoir 



Ç ar»/(f)<'-f« 



II. 
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MBS qu'on »it idenljqueiiieiil/(jr) ss o. En effet, •appotOBs/(ft)>o, 
^ étant on nombre quelconque entre o et tf , et eonfidérons Tinté* 

M étant une con3tante positive asseï grande pour que i -^ ^—û — 
reste positif entre o* et a. 
Lorsque n est très grandi 1 1 ^Tl ' 1 est sensiblement nul 

dans tout Tintervalle (o, a), i Texception du voisinage immédiat 
de x = 6. Dès lors, en supposant /(b)>o tXf(x) continue dans 
le voisinage de xc= fr, il est clair que l'intégrale sera ^ o pouir it 
très grand. Or l'intégrale doit être nulle; donc on ne saurait avoir 
f{b)> o et, de la même façon, on voit que/(6) ne peut pas être 
négatif; donc /(A) s=o. c. q* r. n. 

Vous vojex aussi pourquoi* le raisonnement ne s'applique plus 
au cas a =5 oo, car alors il est impossible de déterminer le nombre M 
de façon convenable. 

Je réfléchb de temps en temps sur ces fonctions paradoxales 
(c'eÀ ainsi que je les désigne provisoirement) /(jr) telles que 



s. 



S^/(T)dx = o (A s= o, I, 2, 



j'espère arriver à démontrer qu'il existe toujours une infinilé de 
fonctions paradoxales qui coïncident dans l'intervalle (o, m) avec 
une fonction arbitraire donnée. 

Je m'aperçois en ce moment que le théorème /(x) =5 o lorsque 

f x'/(x)<£r (/t = o, i, a, •••) pourrait se démontrer encore 

ainsi. Soit 



'O)-/''^'. I 



V{z) sera uniforme dans tout le plan, avec la coupure (o, a). Pour 

\z\>a^ F(a) peut se développer en série 5S^ fi-f....; mais. 

c/=so; donc F(s)=o pour |s|>a, donc F(s) partout nulle, 
même dans le voisinage immédiat de la coupure. En appliquant 
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alors voire résultat sur la différence des valeurs de F{x) aux deux 
cdiés de la coupure, on retombe sur/(6)= o. c. q. f. d. 

Veuillez bien me croire toujours voire affectueusement dévoué. 

P. S. — Au dernier moment, je remets à demain l'envoi des 
feuilles sur les fractions continues, voulant ajouter quelque clios.e. . 

386. - STiELTJES A HERMiTE. 
Dagaérct-de-Digorre, me Hante-da-Ponej, 33 septembre 189.1. 

Cher Monsieur, 

Je continue à vous inonder de ma prose, et je n*ai pas fini, le 
cas où la série ai-«-a9+... est divergente exigeant un siège en 
règle et des travaux d'approche. 

J'ai réfléchi sur vos tentative^ de mettre un polynôme sous une 
forme telle qu'on reconnaît immédiatement le signe qu'il a dans 
un certain intervalle, mais je n'ai pas su pousser plus loin. 

Voici une observation bien simple, qui met en évidence une 
infinité de fonctions paradoxales d'un genre particulier. 

Soit/(j; ) une fonction impaire et périodique 

Alors l'intégrale 

x^* X"^^ /{\of^x) (ix 



s: 



est nulle non seulement pour n = o, 1, a, 3, 4? ••• n^ais encore 
pour n=— I, — a, — 3, — 4? • ••• 

Pour s'en convaincre il suffit de remarquer que 

et d'emplojer la substitution 

«as h logjr. 

Veuilles bien me croire toujours votre affectueusement dévoué. 

'^ ' Digitizedby Google 
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* P. S. -^'Le i*' octobre, bous 'lentraont à Touloose, 
SiFona 

si, de ploSt Tinlégrale 

est nulle, ce qui arrivera, par exemple, lorsque /{x^yY est 
paire soit par- rapport i Tmie des variables x ou ^, ou bien par 
rapport à X et^ simultanément, 

ou • • 

ou 

alors rintégrale double 

est nulle pour toutes les valeurs entières positives on négatives 
de m et ii, /( x, y) =s |/sinaic(«-|-^) par exemple. 

887. — 8TÎELTJES A HSMilTE (t). 

3 odoèfff 189S. 

P. S. -^ En écrivant la fraction continue sous la forme. 



a-fr 



. JL ^f^^ZT^ * 



Si 



ona 



5i -*-•. 



(*) U'cHtfMeaecacat de cette leUit Mseqee, 
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Pour m = *» :; =<— 1 , je retrouve en elTet une formule équiva* 



lente & celle-ci d'Etsenstein : 



I — 



or* — X 
I 



x* — jr« 
I 



I— . 



888. — HEnMÏTE A STiELTJES. 

Flanville (Lorraine), 5 octobre if'oS. 
Moir cheu Ami, 

Votre travail sur les fractions continues sera l'un des plus consi- 
dérables et des plus beaux que vous ayez produits. C'est un vaste 
champ entièrement nouveau que vous a\ez ouvert à T Algèbre et 
à l'Analyse et, sans avoir pu encore suffisamment réfléchir sur tant 
de résultats que vous avez découverts, les questions se présentent 
en foule à mon esprit. J'appellerai seulement votre attention sur 
un mode de formation des réduites auquel j'ai été amené en 
m'occupant de l'approximation maximum par des polynômes X, 
X|, X) de degrés donnés de l'expression 

Je me suis demandé, en présence de ces merveilleuses propriétés 
que vous venez de tirer de l'expression 



a|j-4- — 
«I- 



a%Z' 



où les aji sont positifs, s'il n'y aurait pas lieu de les rechercher 
mataiis muiandis dans le domaine voisin où le hasard m'a cou* 
duit et que je vais vous indiquer. 
J'opère sur les séries entières en â?, 

S aa -4-Px -f-vj?t -4-..., 
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en délenninant deux bisomeft du prenier degré A| B et deux 
constantes ir, b de manière à avoir 

en désignant par S| ei S', deux nouveUes séries semUables aux 
premières. Soit ensuite 

et continuons ce système d'opérations de manière à déduire succes- 
sivement de S et' S^ les séries 

On obtient, par suite, les relations 

SP ^ S'P = S^^,x«»^. 

où P, P', Q, Q' sont des poljnomes des degrés n 4- if m* Jit i + 1 • 
On trouve aussi très facilement que Ton a 

c étant une constante; on voit enfin qu'en déterminant /» et ç de 
manière que le terme indépendant de x disparaisse dans la somme 
/>S.+,4-yS;^,etposant 

on a • . 

SX -h S'Xi « ^ar«-^«H-. . .. 

C'est donc un autre mode de formation des réduites et, de 

même, on peut parvenir à celles que M. Pftdé a considérées dans 

sa Thèse de doctorat, de manière que le degré de X surpasse de m 

unités le degré de X|. Soit E la partie entière de développement 

S' 
de g-» arrêtée au terme en «* ' *, nous aurons 

SS~S'«S,^. 
Cela étant, il suffit d'appliquer l'équation précédente à St et S^ 
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. Formons ainsi les relations 

on en conclut a!s<Sincnt 

S(I»-r*« -h P'K) - S'r = S, ^-i^-»' *«'-»•», 

Dëtenninons encore p eiq |>ar la condilîoii 

Su 4-1 /> -H S J^, 7 = Si ^ , jr, . 
et soit 

nous aurons la relation cherchée 

SX — s'x, « s;,,,4?'"*^«'*-*. 

L'ordre d'ap])i*o\imallon mnxinium est obtenu a\cc deux poly- 
nômes des degrés m -4- /i -+- 1 et /i -f- « . 

Voulant, mon cher ami, répondre sans relani à votre appel 
amical, je vous envoie, avec le fruit médiocre de mon mrdiocre 
eflTort de ces derniers jours mes plus %ives félicilations 'pour vos 
belles découvertes, avec tous mes \<rux'poiir \otre prochain séjour 
sur la terre d'Afrique. Votre grande activité mathématique me 
donne les meilleures espérances que vous êtes en pleine voie de gué- 
rison. A mon retour a Paris, à la fin de la semaine prochaine, 
je me réserve de vous écrire plus au long. 

En attendant recevez la nouvelle assurance de mes sentiments 
de raflfcction la plus sincère et la plus dévouée. 



889. — HERMITE A STIELTJES. 

P«rit, 19 octobre i8y3. 
Mon cher Ami, 

Me voici, k mon grand regret, revenu a Paris; je n'ai plus le 
calme ni la tranquillité de la campagne et, au lieu des arbres et de 
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la Terdare que j'aimais i avoir soas les jeux, je ii*aperçoia paiioat 
qae des dnpeaax qui flottent aax fenêtres, drapeaux français et 
rosses qai décorent la Sorbonne oà, demain, nous anrons la visile 
de Famiral Ayelane. 

Pendant les dernières semaines des vacances, j'ai quelque peu 
secoué la torpeur du commencement; i*ai rédigé un article pour 
m*acquitter d'un engagement que j'avais pris, et, comme précé- 
demment, je vous l'enverrai aussitôt pour que vous voyiei s*il j 
aurait lieu de le reproduire dans vos Annales. Désirant vous 
fournir une occasion de m'apprendre comment vous vous trouvea 
depuis votre retour à Toulouse, je viens vous faire part d'un point 
que j'j ai traité et qui touche d'asseï près à ce qui vous occupe. 
Sans pénétrer comme vous, en vainqueur, dans la théorie des frac- 
tions continues algébriques, je reste dans son voisinage en pour- 
suivant toujours des tentatives d'extension qui me font sentir plus 
vivement que jamais la difficulté du sujet. Voici toutefois une 
remarque. 

Soient SetS' deux sériés de cette forme - + -1; + -^ +• • • « on 

peut déterminer des polynômes entiers P et Q des degrés ir et n 

par la condition que dans la quantité SP + S'Q les termes en - 1 

""t* **** yiw-t-Ji-fi >Banquent. On aura donc, en désignant par E la 
partie calière de cette expression, l'égalité suivante 

SP+S'Q-B-j^i^+^S^* 

Gela étant, je considère les relations semblables où, le degré de Q 
restant fixe, le polynôme P, de degré m, devient successivement 
des degrés m-hiiit-haetm-f-S. On aura donc 



♦-.... 



et vous allei voir que cette supposition que les degrés de Q, Q«t 
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Qs9 Qi restent tous ëgaiix k n ouvre un rapprochement avec la 
théorie des fracUons continues algébriques. 
Posons, en eflet, 



en désignant par (PQ«Ës) le déterminant 



X(PQ,E,)«(P,Q,E,), X,(PQ,E,)«PQ,E„ 

Or, il est aisé d'obtenir le degré en x des divers déterminants 
qui figurent dans ces formules. Pour un insUnt, je fais 



p p, p, 


«■ 


Q Qi Qi 


, on aura 


E E, E, 




X.(PQ,E,) 


«(PQiE.). 



(P,Q,)=P,Q,-P,Q„ 
il est clair que Ton a 



(PiQ.)=»PiQ»-«'»Qi. 



(PQ,e.) = (fNQ.)(p5T;7:î*..-) 

+(PQ.)(ï;5^-^-)*(''<Î')( 



j»m-t-n-i-^ 



,.). 



et comme les degrés de (P« Qa)? (PQa)» (PQi ) *<>"* rcspcclîvemcnr 
m -4- /i -t- a, m 4- /i 4- a» />î -+- A -+- I > on arrive à ce résultat impor- 
tant que le déterminant (PQiEa) est une simple constante. Je dis 
ensuite qu^il en est de même pour ( P^ Q« Es) ; les deux déterminant^ 
ont| en effeti la même composition analytique ; on passe du premier 
au second par le changement de m en m -H t. 

J'envisage en dernier lieu (PQ, Es) et (PQ|£a). On a d'abord 



(PQtE,)j 



'(PQa)( 






•) 



("!.)(pië5î+-)+(f.<î.)( 



^ta-*-U'*-2 



•)• 



I^ dernier terme, qui est du degré le plus élevé, est simplement 
du premier degré, et, de la même manière, on prouverait qu'il en 
est pareillement de (PQiEi). Dans l'échelle de récurrence, X est 
donc une constante; X|, Xt sont des binômes du premier degré. 
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Je vais partir aiec M** Hermilè pônr ime proneaada «b Toilore 
sur les boulevards, afin que nous ne restions pas étrangers à ce qui 
■ se passe autour de nous. 

Adien/cher ami, avee Tassuranee de ma sineère et constante 
affection* 

SOO. — HBMiiTB A STiELTJES (>)• 

\ Fsrlt, 4 aovtaibca 189}. _ _ 

Mo« cnaa Ami, . 

Je vous 'ai déjà dit que M. Lerchest un de vos admirateurs; une • 
lettre que je viens de recevoir m'exprime encore le même senti** 
ment pour vous en ro'apprenant que M« Gilbert avait obtenu, 
avant que vous Teussies publié, l'expression du terme complémc 
taire de la formule de Stirling par la formule 



Mais je ne crois pas que le géomètre de Louvain en ait tiré la 
conclusion si importante et qui, vous est entièrement due, que J(a) 
est une fonction uniforme dans tout le plan, avec la partie néga- 
tive de l'axe des x pour coupure. 

J'ai été on ne peut plus content d'apprendre que vous avex eu 
une traversée agréable de Marseille k Alger, et que vousarrivex en 
bonne disposition pour rédiger vos découvertes sur la tliéorie des 
fractions continues algébriques. J'j prends le plus vif intérêt, avee 
le regret de ne pouvoir marcher sur vos traces \ mais je suis comme 
enlixé dans certaines questions que je sens la nécessité de tirer au 
clair sans cependant pouvoir croire qu'elles aient quelque ioipor- 
tance. Il serait trop long de vous conter comment, par exemple, je 
suis conduit à étudier toutes les approximations maxima d'une 
fonction par la série entière des fractions dont le dénominateur e>t 
de degré fixe, les degrés des numérateurs prenant toutes les valeurs 
possibles, en cherchant des lois de récurrence pour les obtenir. 



(•) KûU dtê édiinurê. — H teaible qMcctielstlrsioiiaMréfOMcàaaelcllre 
4« SUeltJcs qas binm a^t om pas letroat es. 
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L'origine sVn trouve clans un travail que j\u envoyé à IVf. Pin- 
cherle, pour répondre à une demande qu'il m'avait faite depuis 
longtemps. Je pensai:» qu'il serait publié dans les Mémoires de 

Bologne et je vous avais prié de le reproduire dans 

}es Annales de Toulouse; mais voilà qu'il a plu à M. Pincherle 
de changer d'idée et de l'envoyer à M. Uriosclii pour les Annales 
de Milan. Mais je ne me priverai point de vous en envoyer une 
épreuve avec l'espérance d'obtenir quelques remarques de vous 
qui y trouveraient leur place à mon grand plaisir. 

Avec tons mes vœux, mon cher ami, pour que le l)eau soleil de 
l'Afrique vous vienne en aide pour votre santé et pour votre travail, 
et non sans envier le calme et la tranquillité de votre séjour loin de 
la vie troublée de Paris, je vous prie de croire toujours à mon plus 
sincère et aflfectueux dévouement. 



891. - ilERMITE A STIELTJES (•). 

Paris, i6 novembre 1893. 
Mon cher Ami, 

Je suis bien pn'occupé de la nouvelle phase de l'aflection dont 
vous souflTrez, et j'attends avec impatience d'apprendre si l'amai* 
grissement se sera arrêté sous l'influence du climat sur laquelle je 
compte extrêmement et dont vous avez déjà ressenti le bon eflct 
Tannée dernière. 

Vous voulez bien me demander les épreuves de mon article des 
ylnnali, soyez silr qu'il n'y a personne au monde à qui je désire 
plus les communiquer qu'à vous, mais M. Brioschi ne me les a pas 
encore envoyées; aussitôt qu'elles me parviendront, elles vous 
seront expédiées. En attendant, quelques mots sur les fractions 
continues ordinaires et le point de \ue auquel je me suis trouve; 
amené, sans en avoir aucunement tiré l'idée de mon propre fonds. 
Je crois déjà vous avoir dit que je considéi*e l'ensemble des frac- 
tions convergentes dont I'ui| des termes, le dénominateur par 
exemple,'e8t de degré fixe, le degré de l'autre terme prenant toutes 

(*) h*oU d€9 éditeun. — Celle leitre est comme la préoëdeme une réponse à 
«M lettre perdue de Stietljet. 
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les valenn possildès. H est très nécessaire de jnslifier en qvdqoe 
manière un tel point de yaé; Toici ce que je puis dire. Désignant 
toujours par S, S^, Su S,, ele., des séries entières en x 

par A et B des poljnomes entiers des degrés a et 6, je les déler- 
mine par la condition 

à laquelle on peut toujours satisfaire et, en général, d'une seule 

• S' • 
manière. Pour cela je développe le quotient <«- et j'égale à séro, 

• S' 
dans le produit -gB, les termes en jf*+\ j:*^, ...i jp***, ce qui* 

donne B. Le poljnome A résulte de ce calcul; il est représenté par 
l'ensemble des termes jusqu'en x^ qui précèdent dans le même 
produit. Ceci posé, je change 6 en 6 + 1 1 a conservant la même 
valeur, on aura ainsi la nouvelle égalité 

SA| -♦• S' B| 1» JF* • • • • St« 

Multiplions la première relation par gx^ la seconde par kx + h' 
elajoutons, nous aurons, par suite, 

S[ A^âT -^ Ai (Ajr ^ A')] » dr*<^«<[S|# -h St( A« -I. A')]. 

Je dispose maintenant de g^ A, A', d'une part en bisant dispa* 
raltre le coefficient de x^^* dans le coefficient de S et ensuite par 
la condition que la série 

contienne jr en facteur. Soit alors 

As a A^jr-f-A|(Ajr-4-A), 
Bi a>B^jrH-B|(Ajr^A'>, 
S.JP» S,^ ^St(Adr-|-A')« 

on obtient l'égalité 

SA,-f.S'B,-.««i^*^S„ 

où Ag est du degré a,' et Bt du degré 6 + a. Nous avons dono 
Talgorithme qui permet de former la suite indéfinie des polj«» 
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nomes A et B, parmi lesquels, pour a = 6, les deux termes de la 

fraction convergente dans la théorie habituelle. 

Il vous sera bien difficile de ne point trouver cette considération 

véritablement enfantine; elle me sert néanmoins de base pour 

étendre la théorie des fractions continues et obtenir les polynômes 

A9 B, C de degrés a, 6, c, satisfaisant à la condition d'approxima* 

don maximum 

SA -♦- S'B 4- S'C « ^-^^'Si. 

J'en ai fait Tapplication & un exemple 

«»* A 4- eP'B «a jF*-^*^« S|. 

On a, dans ce cas, 

En attendant impatiemment de vos houvelles et en vous priant, 
mon cher ami, de croire toujours & mon aflectueux dévouement. 



892. - HERSUTE A STIELTJES («). 

Pari») 9 décembre 1893. 
Mon cher Ami, 

Je reçois avec le plus vif plaisir les nouvelles plus favorables que 
vous me donnes de votre santé; vous avec prévenu mon intention 
et je n'attendais pour les réclamer que l'envoi des épreuves de 
Milan qui, après avoir bien tardé, m'est parvenu, mais malheu- 
reusement en un seul et unique exemplaire. Tandis qu'ici M. Gau- 
ihier-Villars en donne toujours plus qu'il est nécessaire, la parci- 
monie de l'éditeur des Annali me prive du lecteur le plus amical 
et dtt meilleur des juges dont je voulais par-dessus tout avoir l'aviii 



(') Note des édUeun^ —'Cette lettre est éftlement une r^poDie 4 une leUre 
perdae de Stiel^* 
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sur mon mml. J^etpèitt cependant qoe ce n*eit qa*«n retard et 
avoir les dem exemplaires de l'éprenve corrigée dont j*ai fiât la 
demande, Voas m'avei déjà loat réconforté en regardant comme 
non inutile la considération i laquelle je me suis trouvé conduit de 
la série d'approximations maximadela fonction linéaire SP+S'Q, 
où l'un des coefficients garde le même degré. J'en avais besoini me 
sentant mécontent do résultat de mes recherches; je ne puis, en 
toute vérité| j voir qn'nne ébauche, n'ayant pas en comme vous 
le bonheur de faire jaillir une source féconde de belles propositions 
qui fianchissent les limites de l'Algèbre pour enrichir rAnaljse. . 
Dans une addition que je vais rédiger, je mettrai votre remarque 
extrêmement in|éressante sur les racines des poljnomes multipli* 
cateurs Xi, Xs, ••• qui donnent l'approximation maximum de la 
quantité 

envisagée par rapport aux puissances descendantes de jp, E dési- 
gnant un polynôme entier, et où l'on suppose 

Çi<Ci<««-<Ç«-n» 

EUe a été accueillie avec admiration par M. Pincherie à qui je 
l'ai communiquée, et il m'est impossible de ne pas être absolument 
de son avis. Je me permettrai de vous indiquer un point sur 
lequel je me suis rencontré avec M. Tchebichef , à qui j'en ai écrit, 
craignant de n'avoir fait que retrouver sa méthode, n'ayant pas à 
rianville son Mémoire sur les expressions approchées linéaires par 
rapport à deux polynômes, qui a été traduit du russe dans le tome f , 
année 1 877, du Bulletin (')• Sa réponse m'a rassuré en m'apprenant 
que mon procédé est essentiellement différent; le voici en quelques 
mot^. n s'agit d'obtenir les polynômes A et B, des degrés a et 6, 
tels qu'on ait 

(1) SA-f.S'B^-cS'»jr«-^^«S|, 

• c étant une constante. J'emploie comme auxiliaires les quantités P 

(•) Voir Bmitetim dm 5rf» ii cm wmikémmiiqmm «I mtromom^mh »• lérie, U I, 
1S77, p. a89-3i». 
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et Q (les degrés a et 6 + i , pour lesquelles on a 

puis une constante X déterminée par la condition que le terme 
constant disparaisse dans la série S| 4- XS«. 
En posant 

on obtient ainsi deux nouveaux poljnomes de degrés a et 64- i 
qui satisfont & la condition semblable 

SAi-H S'Bi^ cS'= ar«^A*-»S,. 

Cela étant, soient E et E| les parties entières jusqu^aux termes 

S" S' . * 

en .r*, des deux séries — g- et — -^9 on a les égalités 

En les prenant pour point de départ, elles permettent d'obtenir, 
do proche en proche, toute la série des polynômes qui satisfont si 
la condition (i) où le degré de A est fixe et égal ù a. 

Vous avcK maintenant l'origine de ma considération des frac- 
tions convergentes dont un terme est de degré fixe; faute de mieux 
et avec la plus médiocre satisfaction, je l'emploie également dans 
la question générale oii il s'agit d'obtenir les polynômes A, B, C, 
des degrés a, fr, c, pour lescpiels on a 

I SA -+- S'B -♦- S'C = j^^^^^^^Su 

je suppose a et 6 fixes, et je cherche la série indéfinie des poly- 
nômes C de degrés o, i , a, . • •• 

Courage et bon espoir, mon cher ami; le soleil reviendra; vous 
sortirez, vous retrouverez vos forces en vous promenant et votre 
iMin génie vous murmurera à l'oreille de nouvelles découvertes. En 
vous envoyant encore tous mes vœux et l'assurance, de ma bien 
sincère et cordiale affection • 
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Gasft BfoHsiBUtt, 

Qnoiqae le leiii|>s soit loajoiin peu favorable, je A*ai pas à ne 
idaindie de Tétat de ma MDlé. Cette 6a d'année a été bien pin* 
irieose iei : 3 est tombé plot du double de l'eau qui est tombée 
•dans la même période de 189a. Je pousse tonjburs mon travail 
sur les fractions continues, simplifiant par-ci pai^là quelques 
«démonstrations; je suis du reste comme les enfants qui sont iMriles 
â contenter, et dont la main est vite remplie, comme on dit en 
boUandais* D m'arrive aussi que mes efforts échouent et je vais 
vous dire quelques mots d'un cas de ce genre qui m'est arrivé ces 
Jours-ci, quoique ce que j'ai à dire soit bien médiocre. 

Soit F(jp) ss^a^i j:* une série convergente tant que \x\ reste 
— • 
compris entre deux nombres positifs « et p >• «• On sait que, dans 
le domaine de convergence, F(x) est une fonction analytique, et 
•si l'on a F(jp) = o pour toutes les valeurs réelles ot^x^ p, il s^en- 
suit que F(x) est identiquement nulle et a«= o. 

Cela étant, je me suis demandé : si l'on sait seulement que l'on a 

|F(*)|<t po«r «<*<P; 

peut-on en conclure quelque limitation pour les coefficients a«, 
obtenir une limite supérieure de | a^ | qui décroisse indéfiniment 
avec t? 

S'il en était ainsi, ce théorème me serait extrêmement utile dans 
jna théorie des fractions continues et me permettrait de supprimer 
d'un coup toute une longue série de considérations bien délicates 
^t bien difficiles à exposer. ' 

Malheureusement il n'en est rien; la condition | F(x) | < t n'em- 
pêche pas un coefficient déterminé a^ d'avoir une valeur donnée 
ari>itrairement. Vous voyex que j'échoue piteusement, il faut aban- 
«donner cette idée et chercher autre chose. 
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Voici commcnl j*iii reconnu ce que je viens d'avancer. Je dis 
plus généralement qu'on peut trouver des séries toujours conver^ 

génies 

-♦-• 

— m 

telles que | F(ar) | < c pour toute valeur réelle de x^ un coeflicient 
déterminé au ajant une valeur donnée, par exemple €r*= i • 
Soit d'abord 



F(x) = «""*" V*^ '*■'*= «t -f.^ «Il, («t« ^. ^t* 



On a ¥{x)^e~^^ et, en prenant c assez grand, on peut rendre 
«"''<€• Ensuite on reconnaît que a», ^i, at^ as, ••• sont très 
grands lorsque c est très grand : 

I.l.'4 l.!l.l.!l.3 I 

etc. 

En divisant donc par a* on obtient une série dans laquelle le 
coefficient de x^^ est i, et qui reste aussi voisine de zéro qu'on 
veut, pour toute valeur réelle de x. 

Pour avoir une série de même nature, mais qui soit (est) une 
fonction impaire de x, j'ai été obligé de recourir i un procédé plus 
artificiel. Je considère les fonctions 

I 



•i. [ft-dx)] -» -t-2i(~ i)«ffjx«'*^« -/,(*), 



if. >3 

. ■ • Digitizedby Google 



EfteoasMiâruii 8Mlennil fesvdMvt védiet, It —liBnim de la 
iralenr aBs^ie de/i(jf) eal i, ensuile it «si clur que le 
de /a est sin I = >t« 1^ maunum de/s esl sinXt =: Xi, ...i le i 
mum de /t étant )4= nnXi-i. Ges nombres i, Xa» Xf, X«, • • .y Xâ 
sont positifs, décroissants* Ils tendent vers une limite X qui doit 
être ^ o. Maitf je dis que X = o. Car, dans le cas contraire, Xâ reste-, 
rail toujours >X et X*.| — X*=XAL.r— *sinX*.i serait plus grand 
que 1» quantité finie X«-*ainX, tandis que cependant cette diffé* 
rence devrait tendre vers séro. Donc X =: o. Il est donc dair qu'en 
prenant k suffisamment grand, la série toujours convergente 






resti^ < c. Maintenant on s^assure sans difficulté que a^ est positif 
et plus grand que kal ( * )• 

On peut donc prendre aussi k asses grand pour qu'un coefBcient 
déterminé n^ soit >> i • En divisant alors par of , on a une série de 
même nature dans laquelle le coefficient de jp*''*'* est =s i • Ensuite 

/ài^) +/*('-') donnera une série de même nature procédant sui- 
vant les puissances positives et négatives de x. Laîssei-moi main- 
tenant exprimer mes meiUeurs vceux pour vous et les vôtres pen- 
dant cette année 1894 qui va commencer; que l'inconnu qu'elle 
caclvs soit clément |r 

Votre très dévoué. 



S94. — SriELTJES A HEBMiTE. 

MaHipba, kèld 8sial<Ccorgcs, S jsavkr i89(. 

' Cnsa MoHsiKua, 

Tattends toujours votre travail imprimé sur les fractions conti- ~ 
nues; c'est pour cela que dans ma dernière lettre je n'ai point frut 
allusion à votre lettre si intéressante du 9 décemlm, dans laquelle"^ 

( ) Ob vMie eed é^aboH po«r/,r»/.^ M^ -1-.... easailt ftmr/^ /. 
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vous in^expliquex voire renconlre, quant au réi^ullal, avec M. Tclic- 
bîclicf. 

J'ai réussi, ces jours-ci, à tirer au clair une question de calcul 
intégral qui est d'un certain intérêt pratique pour juger a priori 
la convergence de certaines fractions continues et qui m'avait em- 
barrassé assez longtemps. Il est curieux que j'aie trouvé la solu- 
tion de la difTicuhé dans certaines propriétés des séries à termes 
positifs, et je vais faire quelques remarques à ce sujet, bien simples 
et élémentaires du reste. Je me propose les deux problèmes sui- 
vants : 

PnoDLEMR I. — Étant donnée une suite de nombres positifs 
décroissants 

Cij Cu Cf, C|, •.., C«ssO, 

trouver une série divergente "Ai -H Aj-I- \a-h. . .| telle que la 
série C| Aj 4- Cj \| -+• Cj As -H • • • *oit convergente. 

pRODLKMe II. — Étant donnée une suite de nombres positif s 

ci'oissants 

^ii <?i» Cj, ••., c. Bsoe, 

trouver une série convergente A| -h Aj -+- A, 4- . . •> telle que la 
série C| A| -h Cj Va -H Cj A» -f- . . . soit divergente. 

Pour la solution de ces questions, je m'appuierai sur le théorème 
suivant dii à Abel. 

Si la série a « + «Va^- ^9 + • • • est divergente, la série 

V 



est également divergente. 

Première question. — Je pose 



1 II II 
Ci Cj . C| Ca Ci 


1 1 

Cm *?•-! 




Ces nombres a/ sont positifs et, puisque 






Cm, 






1^ ^A^^ ^ I ^ 1 ^ ■ ^^Ê.' ^.*..^^^^..4^ 
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SoilBiuiitettint 

A_ *•*-! 



#l| H- <if -♦-•••"♦- tfft^t 



b férie^i + At+ Aa+... sera diçergenu d'après le Uiéorène 
d* Abel ; miâs la série C| A| + Ca At + tf t ^s + • • • est eonçergemie; 
en effet, 

^ f^ ^ **♦! 

■ ■ (ai-«-ai-h..,H-aa)(a|-Hat-i-...^a«^i) 



donc 






I 
Seconde quetUorn. «• Je pose 

la série ai + ai+«». + <tj| + *.* wen divergemie, et 
. eji a ai H- «t +•••-«-««• 

Soit ensuite 'A«= — ; la série A| + At+ At4-> • • est 

manifestement cançergenie, mais la série 



2-*-2^=ï^-2:s 



«*4-l 



-♦-•§"*■• ••'^ ^IM-% 



est diçergemie, d'après le théorème d'AJiel* 

Voici une démonstration du théorème d'Abel tout i fait diffé- 
rente de celle d'Abel lui-même. 

Je pose, tfi + <it+ • • • étant une série divergente. 






les $a décroissent et tendent Tcn aéro. D s'agit de montrer que la 
série ^aji^ji est divergente. Or, pour n^> i9. 
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rt*#i> ( I • = ^ )• 



«•4-1 

Or, quel que soit /i, on peut toujours dëteruiiner n! de façon 
que 

ai-h «1-4-...-+- a^' 'i 
el alors on aura 



^<^kn>\} 



ensuite on pourra dëlermîner rf de façon que 

ai H- rtj -♦-... H- «M- â' 
et Ton aura 



2''^'^> \* 



^ En continuant ainsi il viendra 



d*où il est évident que la somme 

peut surpasser un multiple quelconque de ^; la série V^m^^ <-*^i 

donc bien divergente. c. q. f. d. 

Je vous sais très occupé ces jours-cî, et vous devez en\ier ma 
vie tranquille ici. Le temps reste toujours bien froid et ce n'est 
toujours pas encore le temps qu'il me faudrait pour sortir un peu. 

Veuilles bien accepter la nouvelle assurance de mes sentiments 
dévoués et affectueux. 
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M8. — BEHMm A STtKlTfKS. 

BIov GHBm Ami, 

Vos remarqors sur les séries F(«) sse'" ^ "^^-' el sin jp ==/, (x), 
sin/i(x)ssi/,(x), ••• son! eitrémement intéressuiles; dies 
montrenl le danger qu'on eonrt i admettre ce qui panJt le plus 
plausible et, bien que vous ajes le regret de renoncer k ee que 
vous aviei supposé, e^est un excellent résultat d*avoir obtenu des 
exemples précis, où les coefficients d'une série restant toujours 
tK-s petite pour des valeurs réelles, peuvent devenir très grands. 
Klais comme vous vous êtes relevé de ce que vous considérés comme 
un échec avec les propositions élémentaires et fondamentales de 
votre dernière lettre, qui me semblent appelées à un grand rôle 
dins la théorie des séries! C'est avec la plus vive satisfaction que 
je vous vois dans une période d'activité mathématique, qui est la 
garantie sûre de bonnes dispositions physiques, et que secondent 
un calme et une tranquillité dont je n'ai pas le privilège. Les obli- 
gations multipliées du jour de l'an, les visites, les correspondances, 
lu'ont mis sur les dents, et j'aurais absolument besoin de repos. 
Je m'en aperçois aux fautes d'inattention qui m'échappent et qu'on 
nie signale; ainsi M. Ed. Wejr, à qui j'ai envojé un petit article 
pour le Cazopis, m'a fait remarquer que j'ai écrit limite supé- 
rieure pour limite inférieure, ce qui me couvre de confusion. 

Mon objet était de faire voir cpie si Ton construit la courbe 

y = jT-j- sur une bande de papier rectangulaire indéfinie en lon- 
gueur, elle donnera du ciVté des abscisses négatives l'image d'une 
série de parallèles équidislantes perpendiculaires à l'axe, à partir 
d'une certaine disUnce de l'oripne. Fai remarqué, en eflet, qu'à 

une abscisse x = — it H — » qui se rapproche indéfiniment d*une 
intersection avec l'jixe quand n crelt, coirespond une ordonnée 
> - T{n) qui augmente avec une extrême rapidité. D^où cette con- 
séquence à l'adresse des écoliers qui lisent le Casopis, que la fonc- 
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tion iiolomorphc = — - est discontinue à Tinfini. Je vmis on voie 

Tëpreiive de mon article des Annali; puissiez-vous n*avoir pas à 
y relever aussi des inadvertances! fl aura une suite qui a encore fait 
le sujet de ma correspondance avec M. Pincherle, mais en ce mo- 
ment le courage me man(|ue pour la rédiger. 

Avec mes vœux pour que vous ayes enfin le beau soleil d\\frique 
qui vous donnera de la galtd et de la bonne santé, et en vous |>or- 
tant méchamment envie d*étre si tranquille et de si bien travailler, 
crojez-moi toujours, mon cher ami, votre bien sincèrement et 
aflectueusement dévoué. 



396. «- STIELTJES A ii ERMITE. 

Mustapha, llùtd Saint-Georges, iS janvier i89f. 

Cmkr MoA'sietH, 

Je viens de recevoir votre lettre et votre travail dans \csAnnati, 
laissez-moi d^abord vous remercier bien vivement. Mais je crains 
presque, maintenant, d^avoir été indiscret, et vous m^avez envoyé 
peut-être le seul exemplaire dont vous disposiez et dont vous pour- 
riez avoir besoin vous-même. Cependant j'espère que vous rece- 
vrez bientôt vos tirages à part, et, le mal étant fait, j'en vais pro- 
fiter le plus possible en étudiant votre travail avec toute l'attention 
dont je suis capable. Ce sera une occupation extrêmement agréable 
et qui me re|K>sera des réflexions qui me poursuivent ces jours-ci. 
Je suis entré dans un vrai guêpier; j'ai trouvé des choses bien sin- 
gulières; mais il eu reste d'autres inexpliquées qui me donneront 
encore beaucoup de mal. 

Ce n'est que sous certains rapports que je crois que mn vie ici 
est agréable et enviable; la tranquillité, on peut aussi en avoir trop. 
£t si je ne pouvais pas travailler un peu, je vous dirais que ma 
vie ici serait difficilement supportable. Heureusement que je loe 
sens assez bien et que j'ai toujours de bonnes nouvelles de Tou- 
louse. 

Pour ne pas laisser cette lettre sans un signe de calcul, je 
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%ais écrire quelques rimples identités alfébriques qa'on n'a pss 
rcnuurqaées encore, je crois. Cela prouve combien ce sujet des 
fractions continues est encore peu étudié et combien il est impor- 
tant de bien choisir le point de dépsri. Soit 



«ijr-*- 



«t-H 



Alors je db qu'on uurs en même temps 

F^l-~— : 



--,»+. 



i_,p : 



<r-*- 



<-*■ 



a\x-*- 



•1-*-. 



avec Im valeurs 'raivutte* det a, et a', qui sonl «nei «impies : . 

- I » I 

•l "♦- «i •4-. . .-*- *t*-i «»i -t-«i -*•... -t-«»i—l 

on 



puis 

Naturellement cela veut dire seulement que si la première fraction 
continue donne /ormetlememi la série 
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les deux autres fractions continues donneront 



cl 

— 7 H r — — --4-.... 

r X» X» T^ 
Si les Oi sont positifS| vous voyes que les séries 



et 



sont toujours convergentes. Cela a une signincatiou bien simple 
dans ma théorie et on pouvait le prévoir. Mais vous verres cela 
lorsque j^aurai fini mon travail. J^espèrc que, l'avalanche des visites 
passée, vous vous trouvères dispos à rédiger la suite de votre tra- 
vail dans les Annali. 

Veuilles bien me croire toujours votre très allicclueuscment 
dévoué. 

397. - STiELTJES A HEBMITE. 

Mustapha, tl^»tcl SainM^corges, i8 janvier 189 i* 

Cmkr Moksikur, 

J'étudie depuis quelques jours votre beau mémoire. Que M. Pin- 
chérie a été bien inspiré en faisant publier votre tra%'ail dans \v.^ 
AnnaUï[\\\ doivent avoir bien plus de lecteurs que les Mémoire» 
île Bologne. Je ne connais rien de plus élégant que la ma- 
nière dont vous obtenes (p. 2i()4) les relations de i*écurrcncc 
entre les Jç et les J^. C'est une nouvelle application d'une anal3'Hc 
dont vous aves donné autrefois le pi*emier exemple dans votre 
Mémoire sur la fonction exponentielle. Mon admiration n'est pas 
moindre pour l'heureuse manière dont vous traites après cela le 
cas général des séries. Mais je ne sais rien à ajouter à ces résultats ; 
certainement la question est vaste et les généralisations peuvent se 
faire de plus d'une manière; on peut traiter d'autres questions 
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que celles qae voos wres vo«l« miter; ouis je m 
miter mieux eeUes que toos mwem envisagées. 

Ne troQvuit rien à dire du cas général, je snis revenn snr le cas 
pardeulier des. expanentidles el j'ai cherché si Ton ponvaii dire 
quelque chose de raisonnaUe sur les poljnomes X/* Mais je n'ai 
point réussi conune je désirais, ci la seule remarque qui s'esl pré* 
senlée à moi et que je vais développer, ne vaut pas grand*chose et, 
si j*avais le plaisir de pouvoir vous parler de vive voix, je me serais 
bien épai^é la peine de mettre cela sur papier, puisqu'il aurait 
suffi d'indiquer mon idée par quelques mots. 

Dans le cas iis=a, Ci = o, Çs=tf& |^i=Pf !'^i=9t ^^ trouve 
en rejetant des facteurs constants : 

Vous vojea que, ûp ttq croissent indéfiniment de manière que 



lim^H—^^X, Ha- 



_I_ 



on a, dans ce cas, 

Ainsi les valeurs asjmplotiques des X/ sont des exponentielles. 
Vous ailes voir que ce nbultat peut s'étendre avec quelques modi- 
fications au cas général. Mais, pour simplifier, je me bornerai au 
cas 

de sorte qu'en posant 

F(s)«(s-Çi)(s-;,)...(s-W. 
j'ai k Calculer les valeurs asjmptotiques des diverses intégrales 



Fil 



e*«d!» 



prises sur de* petits contours eniourant luf 'points Ci, Csv •••? Ct* 
La solution n'offii^ aucune difficulté à l'aide de la reaurque — * 



Digitized by VjOOQIC 



LBTTRK 397. 363 

. \anle qui C5i le fond de tout ce que j*ai à dire. Le chemin d'inlë- 
i;r<ilion pour rinlégnile J/ »e rapportant au pôle 2^/ peut encore 
t>ire choisi d*une infinité de manières. Je dis qu^on peut le choij^ir 
•toujours de telle façon que la valeur asymptotique de rintëgrale 
so trouve mise en ë\idence et puisse se calculer sans aucune diffi- 
ruilë par le procédé bien connu de Laplace. 

Soient a, 6, c, ..., / les racines de F'(c) = o : je me placerai 
d*aliord dans le ras général où' ces racines sont distinctes et je sup- 
poserai même qu'il n*e\iste aucune égalité entre les nombres 
positifs 

|P(«)!<|F(6)|<iF(c)|<...<|F(/)|. 

Soit c un paramètre positif : je considère dans le plan des :; le 
domaine oii 

|F(OISc. 

lorsque c est très petit, ce domaine se compose de Tintérieur de 
n courbes fermées (approximativement des cercles) qui entourent 
les points Ç«, !^s, ..., ^^j,; je dirai que ce sont n iles« A mesure 
(|ue c croit, ces îles s'étendent de plus en plus ; vient un moment où 
jMiur la première fois deux îles vont se souder ensemble. Cela arrive 
lorsque c atteint la valeur |F(a)|; au point a se soudent alors 
deux il<;s; supposons que ce soient les iles entourant l^i et S^i* ^^ 
courbe |F(5)|= |F(o!)| a un point double en a avec tangentes 



>..-...^,- -'.. 

\«.. 




rectangulaires. Menons une bisseclnce de Tangle des deux tan- 
gentes, nous adopterons pour J| et J^ les chemins d^intégration 41i 

et 4^1. Il est clair maintenant que, sur 4^1, le module de prr-r a son 
maximum y.' . en a; partout ailleurs ce module est plus petit. 

Pour avoir la valeur asymptotique de J,, il suffit de conserver seu- 
lement, du chemin d'intégration, une petite partie dans le voîsi- 
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nage dn point a. De même pomr Jti d*oè celle première remarquer 
que les irâdeun asymptoliqnes de J| et de 3§ sont égales an signe 
près. 
Le calcul de la Talenr asjmptotiqne de J| se fait d'après la mé- 




tliode généiale. Diuis le voisinage de s s= a, on a 

a 

' Seit « Targument de la direction no^; posons i ss a'*!!, n variera 
par valeurs réeUes et 

m = j prj\ \ ^iBAt une quantité réelle et positive parce iftoe notre 

direction ae^ a été choisie de façon k ce que | F( s) | croisse le plus 
rapidement possible, 

F(T)?w"J P(S)f(rï:;sî)f 

ou pour If =s 1» : ^ et négligeant certaines quantités 

Voilà donc la valeur asjmptotique de aisiXiC^t', Vous vojes que 
celle de X| est encore une exponentielle et de même pour X«; 
ces deux termes X|e^+ XsC^' se détruisent du. reste sensible* 
ment. 

Je vais examiner maintenant quelques cas particuliers. Il peut 
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arriver que Tile enlourani ]^i aille §e souder simulunëmeni en ri 



-•— V 




et en 6 a deux iles couipreiiani !^t <^t !^s* Cela sup|>ose naUm*ll(!< 
ment | F(a) | = { F(6) |; on trouve évidemment, dans ce caii, 



Valeur aiymplotique de i| « A a u I / ' ts — 
Vsicur asymptotique de J,« B « p^^^/ ;; | -p^ | 



Ces deux quanlîu$s sont du même ordre de grandeur; ensuilc on 
a -*(A-hB) pour la valeur \asymptotique de J|. Ainsi, daiis ce 
cas, X| tend vers la somme des deux exponentielles. 

Enfin examinons le cas où V'{z) == o a une racine double s = a. 
Il y a en a soudure simultanée de trois Iles, puis 

F(a ^ i) = F(a) -+- l^Igl^ /'4-. . .. 
Soit A| la valeur asymptotique de l'intégrale prise sur aa\ A,, 




Ai les quantités analogues. pour ao^, aa'^\ je trouve 
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Aa»A|t, A$«A&i\ •««» 

et les Taleors «sjnptotiqiMs de J|, J^, Jt «ont 

A|— At=A,(i — •), 
Ai— A,-A,(i — •)», 
Ab— A| « A|(i — ft)t^ 






On trouve doue trois valeurs proportîoiuidles à i, e« t* ei doal b 
somme s*aiiiiule eucore settsiblement. 

En général, pour avoir le ehemin d'intégration approprié à l*éva* 
luation approximative de J/ on envisagera la croissance de File 
entourant Ci ^ l*on noiera le moment où, ^omrlk première fois, \ 

eUe va se souder k d*autres fies* On tracera alors le ekemin d'in- 
tégration passant par le point de soudure, mais, pour le reste, 
entièrement en dehors de rile. Si par exemple il j a une soudure 
avee % fies «multanément en a et une soudure simple en 6, la va- 
leur asjmptotique se composera des deux termes 

Quoiqu'on ait | F(a) | = | F(6) |, tous vojex que les deux termes 
ne *sont pas exactement du .même ordre de grandeur, le premier 

l'emportant k cause du facteur r7= > -7s* 

Je n'ai point encore suffisamment étudié la dernière partie de 
votre mémoire, je garderai donc vos feuilles encore quelques jours; 
mais je vous les retournerai dimanche prochain, craignant vrai- 
ment que vous puissies en avoir besoin pour la suite de votre 
travail* 

Votre affectueusement dévoué* 
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39g. - STiELTJES A HEBMITE (>). 

Mtttupbt, HAtel SaiM-Gcorgct, 5 fén'icr i84)t. 

Cher MoxsiKtR, 

Je voudrais vous prier de ne pas donner suite a voire idée d'en- 
voyer un extrait de ma dernière lettre aux AnnalL Cest que vrai- 
ment je ne crois pas que cela vaille (vaut) la peine et j*ai surtout 
la conviction que cela est trop mal rédigé. J'ai oublié de faire une 
remarque essentielle qui est : qu\ine ile ne peut pas se souder à 
elle-même de manière & former une lie avec lac intérieur. Si cela 




pouvait arri%er on ne pourrait pas faire passer |uir le point de sou- 
dure a le chemin d^intégration comme je Fai dit. Mais, heureuse- 
ment, ce cas ne ])eutjamais arriver, cur, à Tintérieur du lac, | F(^) | 
aurait un maximum et Ton sait que cette quantité n'a pas de 
maximum a distance finie. Quant à la méthode elle-même, elle n*a 
rien de nouveau. Aussi pour les applications en Astronomie dont 
vous parlez c'est fait déjà dans une Note récente de M. Ilamy 
(Compies rendus ou Bulletin astronomique). J'ai \\ï avec in- 
térêt votre nouvelle formule de réduction destinée à réduire un 
seul des exposants pii, ...fpLjt. Certainement vous chcrcherei m 
en tirer les conséquences que vous prévoyez. 

J'ai été, ces jours-ci, peu en train sans que j'aie à me plaindre de 
ma santé; mais j'ai reçu des nouvelles moins bonnes de mes sirurs . 
en Hollande où la grippe règne en maître. J'ai été heureux d'a|>« 

( * ) Celle lettre est me répoaae à «ae leltra pcnhic d^Hcrmiie 
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prendre ipt M« Picâid et vous, en aves (ont) été qnittes à bon 
compte* Le temps le refnse toujours ici à se remettre su besu; en 
ce moment et depub trois jours la pluie tombe sans relâche. Je ne 
sors donc presque pas; j'ai été une fois k la Bibliotbèque» il J a 
bien longtemps déjà. J'ai perdu en poids ce que j'avais gagné pen- 
dant le premier mois de mon séjour ici; cependant je crois vrai- 
ment que je tousse moins et» en soowie» je me sens mieux. Je vais 
me remettre k mon travail et, une autre fois, j'espère pouvoir 
vous écrire une lettre plus intéressante. 

Votre bien sincèrement et aOectueusement dévoué. 



899. — SriELTJES A UEBMiTE. 

UMUpks, Hèld 8siAM;esr|et, i4 lémcr iSgf. 

Cnua MoasiBua, 

Voilà le beau temps arrivé enfin depuis quatre ou cinq jours. 
Avec cela j'ai reçu de meilleures nouvelles de la Hollande; ces cir- 
constances aidant, j'ai pu chasser les idées nmres qui m'avaient 
envahi un moment et je me sub remis au travail avec un peu 
d'aUégresse. 

Permettea-moi d'appeler votre attention sur un passage de votre 
mémoire dans les Annali où il j mpeui-éire une légère inadver- 
tance, d'ailleurs sans aucune importance. Il s'agit page i5, en bas, 
des deux séries 

(M-T)f^ ^ a p . 

puisque 



^ Ç^it^^y^dz 



il semble qu'on ait 



Or «, p, Yf ••• M>nt des poljrmomes en x des degrés o, i, a, ••• 
respectivement. Ce degré augmente ainsi jusqu'à ce qu'il soit 
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devenu égal à |a, puis pour les coefficients suivants, il reste 
égal à p.. Il en est donc de même pour a', p\ y' et les |a 4- 1 
premiers termes de la série (i) sont ainsi de l'ordre |^,,/ _, > 

pas seulement le premier. Mais peut-être aves-vous supposé que 
dans la série (1) on a arrangr tout déjà suivant les puissances des- 
cendantes de x^ en sorte que les «', P', ... n'ont pas les valeurs (a), 
mais sont des constantes. S'il en est ainsi, ma remarque tombe na- 
• turellement. Voici maintenant quelque chose de plus intéressant, 
je pense. 

iThéorème. — * Soii /i{s)f/t{s)j ...j/k{z) une suite 

dé fondions analytiques 

/*(*)«2^^'' (^-i,a.3,...). 

les sMes étant convergentes pour \z\<K et même un peu au 
delà (je venx dire pour | « | = R -f- 1, t étant positif, mais aussi 
petit qu'on voudra). 
' Supposons en outre qu'on sache que la série 

m 

t 
est uniformément convergente pour | « | ^ R|, R| étant plus petit 
que R et ensuite que dans tout le domaine \s\<K{et même un 
peu au delà) la .nomme 

/i(«)-^-/t(*)-f-...-^/i.(«) 
a un module inférieur à un nombre ^e C (indépentlant de n), 
Alors Je dis que la série 

I 
est nécessairement convergente {et même uniformément conver^ 
gente) pour 1 1 |^R, et {d'après un théorème de M. Weierstrtus) 
la somme de cette série V{z) est une fonction analytique de s 
qui peut se mettre aussi sous la forme d^une série convergente 

m 

POm^tiM', \s\iK. 

■ f 
II. »4 
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Voiu vojes que le propre de ee ihéotène eti à^éUmJre le ifo- 

maime de eonvérgemee de le i<rie y!/i(e)t feeoima seelemeni 

I 
pour I j|^ftt, ee doBBeiae pins lerge|s|^RiBOjeiiiieiit le eoiidi- 

Uoa sepplémenteire que ^/i(j) reste fini pour | j|<R. 

I 
On pevt démontrer fecilement b conveif ence de b fiectioB 

continae 

I 



«is- 



«iH- 



«•*-♦- 



•%-H-.^ 



tent qae la pertîe réeOe de s etI pantive. Grftce k mon tliéoième, . 
j'en conclus très fecilement que le fraction continue est couver» 
génie dans, tout le plan, excepté la coupure formée par la partie 
négative de Taxe réel. C'est lA un perfectionnement notable de me 
théorie que j*ai cherché depuis bien longtemps. 

Quant à la démonstration de m<m théorèmei vous la trouvères 
ci-jointe sur les feuilles qui font une suite à celles que je vous ai 
envoyées de Bagnères-de-Bigorre. Cest le § 13 (p. 4? ^^ suiv.) 
qui contient cette démonstration, mais elle est sans doute un peu 
délicate et pénible A lire. Je n*ose pas vous demander de me suivre 
dans ces raisonnements un peu* prolixes. Mais ajant longuement 
réfléchi sur cette démonstration, je suis sûr qu'elle est bonne, so- 
lide et valable. J'ai dû l'examiner avec d'autant plus de soin qu'a 
priori il me semblait que le théorème énoncé ne pouvait pas 
exister et devait être faux. Je vous avouerai cependant que je 
serais heureux si quelqu'un voulait examiner la démonsi ration; 
peut-être M. Picard qui a le coup d'œil si facile et si juste voudrait- 
il s'en charger et me dire ce qu'il en pense. Il me rendrait le plus 
grand service ( *)• 



(I) Le ■••■•«% iTaffléle •• hm é*B»e ^(e mbs Amnale iBak m tifaauurs. 
Le débfii de la kllre 400 laîne peater qae la fia de la lettre 399 eti perdae. 
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400. — STŒLTJES A HERMITE. 

Muslapha, 16 féVner iBgf. 

ChKH MoNSlKUR, 

Dans ma dernière lettre, déjà si longue, j'ai omis certaines 
conséquences et généralisations de mon théorème, pensant qu'elles 
se présenteront à tout géomètre au courant des travaux de 
M. Weierstrass, et je me suis horné à ce qui est essentiel. Pour- 
tant il est bon peut-être d'insister sur ses conséquences. 

Supposons une suite de fonctions analytiques /i( s), /s («), • . ., 
/*(^)9 ' • M uniformes et régulières dans un domaine D quel- 



conque. Je veux dire par régulières que «« appartenant à D, 
/«(s) peut se développer dans le voisinage de «« par la série 

de Taylor 2*0^(5 — «t)". Si Ton sail alors que, dans tout le 

n 

domaine D, le module de ^^fh{^) reste inférieur a un nombre 

fixe et ensuite que la série ^/*( 2) est uniformément convergente 

I 
dans un petit domaine D| faisant partie de D, alors on peut 

conclure : la série T]/a(«) est uniformément convergente dans 

I 
tout le domaine D, et la somme F(5) de cette série est une fonc- 
tion uniforme et régulière dans le même domaine. Comme je l'ai 
dit, après les travaux de Weierstrass, il est superflu dé développer 
la démonstration, qui est à peu près évidente. 

L'utilité que pourra avoir mon théorème, s'il en a une, ce sera 
de permettre de reconnaître plus aisément la possibilité de conti- 
nuation analytique de certaines fonctions définies d'abord dans un 
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domaine lestreiiiU Cela se voii déjà par rapplicatioft que j'en ai 
faite anx fractions continues* 



Avec mes meilleors vœnx ponr Totie santé, crojea-moi votre 
affectnensement dévoué* 



p. S* *^ QoeUe chose cnriense qn'en étudiant vn sujet si { 
cuUcr et si restreint que ma fraction continue, j'aie été conduit ainsi 
à une conséquence qui peut avoir de l'intérêt pour la théorie gêné* 
' raie des fonctions,. 

Je^ vous dirai que cette extension du domaine de convergence 
d'une série de fonctions analytiques me parait susceptible d'appli- 
cations. En ce .moment, je pense à certains développements en 
séries de Laplace dans la théorie de la figure de la Terre. 

M. Callandreau a examiné une partie de ces questions, mais (soit 

dit entre nous) les raisonnements de mon aimable ami m'ont laissé 

quelques doutes. Cependant j'ai le souvenir trop vague en ce 

. moment sur cesich<»ses pour vouloir me prononcer; peut-être je 

me trompe. 

Mais ce ne sera pas bientôt que j'aborderai ce sujet, car d'autres 
questions se présentent, et je veux absolument en finir d'.abord_ 
avec ma fraction continue. Et pour le moment je commencerai 
par ne rien faii^ et me reposer un peu. 

40i. - MSMOTS A STtFLTfSS. 

Parity s> février ifloi. 
Mon CHsa Ami, 

J'ai remis à M. Picard dont je n'ai pas encore la réponse, ei 
qui est plus à même que moi d'en connaître, votre démonstration 
ei extension du théorème de Weierstrass* Ne sojea pas surpris de 
son retard; au Cours de la ScNrbonne s'est ajouté pour lui celui de 
Mécanique k l'École Centrale oA les leçons durent une heure et 
demie, sans interruption, avec un auditoire nombreux • . •, aussi 
ressenl^il parfois de la fatigue, fia attendant son avis sur les 
matières difficiles et délicates que vous aves traitées, qui sortent 
comme vous l'aves pensé de mon domaine habituel, je viens voua 
féliciter vivement et d'avoir enfin du beau temps, et de vous être 
remis si activement au travail. En vojant de queb grands efiorts 






n 
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vous êtes capable, et les résultats si inlërcssants et si importants 
dont vous avez enrichi la théorie des fractions continues, un cer- 
tain passage de FÉvangile selon »aint Jean (III, 3o) me revient en 
mémoire; je ne fais plus grand'chose et dans le peu que j*écris des 
fautes d'inattention m'échappent comme celle que vous avei très 
justement signalée. Je laisserai de côté, pour un temps, l'extension 
des fractions continues algébriques et je vous donnerai une remarque 

sur fTT^^f valeai quantum. 

Elle m'a été suggérée, comme par hasard, par un article récent 
des Comptes rendus, sur la sommation rapide de certaines séries 
peu convergentes, de M. Janet(p. aSg), et résulte de cette simple 
identité 

On en tire 






/*lZLf V 



a 



puis, en multipliant par 1 — -et posant 

'>->- (-1) [- (^)*(^)** -(^'n- 

Tégalité suivante 

où F(x) est un polynôme entier du degré a/i — i . 
J'en conclus encore, après avoir changé j; en a j; et fait 

0(*)«(i-«-»«)[i-<-(a*»— *)•*-(»*•--*)»•«-...-♦-(«*•— «)•-«)» 
1 — a? I — 4P 

. Ces deui relations me donnent 

\ 
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où les int^inles da feeond membne •'oblienneiil mmu forme 
explieite, el où Ton m . 

(o>#>i), 

de sorte que ces termes J el J' décroisseiit mpidemenl quand m 
augmente. Cela étant, nous avons 

puis, d'après régalilë 

B(«H-i.|l)«^B(«.P) 

^ (->!)— r^ m 1 r(m) 

a* L am-i-i-i-«J/«-4-i|i)...(«-4-am— 1)* 

J'omets les conséquences pour n infini ; j'arrive de suite au second 

cas, au calcul de f G{s)s^tix. 

Soit x{x — 1) = (; on pourra éliminer dans G{x) les puissadces 
de X supérieures à la première et écrire 

C(*)aG,(0-t-*G,({). 

Cela étant, voici les valeurs des deux poljnomes. Considères 
l'équation du second d^;ré 

en désignant nés deux racines par \^ et X|, on a 

Ces formules donnent les coefficients des puissances de i; ainsi^ 
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pour /i =: a, 3, 4; j^obliens 

^ Gt({)=i-h 4Î. G,({)« 5^ 4{, 

Gt(t)=i-Hi3t^-fiit«^iao{»^8o{S G,(Ç)ai4-».73t-f.i7o{«-hi6o{»-h3i{*. 



On peut donc exprimer |^ "^' sous la même forme que 



i 



; malheureusement ces expressions ne permettent pas de 

faire la supposition de n infini, ce qui était mon but, et je ne sais 
trop si la question mérite d'être poursuivie. 

Croyez toujours, mon cher ami, i mes sentiments de la meilleure 
aflection. 



402. — HERMtTE A STIELTJES. 

Parit, 38 février 1894. 
Mon chrr Aiii, 

M. Picard me charge de vous dire qu'il donne son complet 
assentiment a votre démonstration et extension du théorème de 
Weierstrass, après Tavoir lue avec le plus grand soin et à plu- 
sieurs reprises. J'aurais été bien surpris s'il en eut été autrement 
et que la plus légère inadvertance vous fût échappée ; mais vous 
avez pensé que deux sûretés valaient mieux qu'une, aussi devez- 
vous être absolument sans crainte. Votre manyscrit est resté dans 
ses mains pour le cas 011, en réfléchissant encore, il aurait à vous 
soumettre quelques remarques dont je m'empresserais de vous 
faire part. 

En attendant, je viens m'accuser moi-même; je n'ai pas fait 
attention, en employant Fégalité 

que le facteur aj;* — jt, maximum pour x^^ y change de signe à 

partir de xs=- et croit toujours jusqu'à la limite jrs=:i où il 
devient égal à l'unité. Il ne peut donc aucunement servir pour 
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Tobjet qne j'avai» en vne; je ae eoatenteni àaa€ de wuk pteauère 
égalité 

On a bien akm 

En voici 1^ conséquences : l'ëgaliîé snivanle 

y «•(jr(i-jr)l— •dlr»B(«-Hm,m) 
donne 

'I. «(«H-sm)J 
11 vieni donc 



Cest une expression de rinlëgnile par une fonction uniforme 
de a où les pÂles a = o, — i, —a, ... soni mis en évidence 
dW autre manière que dans le théorème de M. Mîttag-Leffler, 
puisqu'on a 

(«-•-m)<«H-m'«-i)...(aH-siN~i)* 

à laquelle on parvient pour n infini. 11 en réiiulte une forme 
velle pour 



r2— «a r* ar^'<ir r'jr*-« 



-rf», 



et j'ai été tristement déçu de n'avoir rien pu trouver de semUable 
pour cota*. 
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Un mot d'une autre question qui ni*a traversé l'esprit. 

Dirichlet, dans son mémoire célèbre sur V Application de tAna^ 
(y$€ infinitésimale à la théorie des nombres^ a obtenu le nombre 
des classes de formes quadratiques en effectuant l'intégrale suivante 



/ 



— -— — où l'on a 



/u.-2(j), 



le signe V s'étendant à tous les entiers n positifs, impairs et pre- 
miers à p. 0>mme on a 

/(i)«o, 

(") / j,^_, ^^^ po««* *«• Va- 
leurs considérées de /i. Posons ar^:= ^, il vient 

L'argument - est moindre que l'unité; on peut donc employer 
la série 



ou encore 




r(*) 1 
r(*)" X- 


1 

1-4- jr 



-(I— C)-f-(Si— 1)0? — (S|— i)ar«-»-.... 

La présence du facteur - est favorable à l'approximation ; mais, 

avant d'aller plus loin, il me paraitrait nécessaire d'expérimenter 
cette formule, en faisant des applications numériques. Le courage 
me fait défaut pour l'entreprendre et me servir des valeurs que vous 
avei calculées, je crois me le rappeler, pour les sommes Sf, St, • • • • 
Au moment 011 je vous écris, la rue des Écoles est noire de 
monde : les étudiants crient à propos du cours de M. Brunetiére; 
plusieurs centaines de sergents de ville s'alignent sous nos 
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fenêtres ; je crains qae les agitations de Tannée denûère, dont toos 
aves été le témoin, recmnmeneent. Enfin, on m'apprend qn'on 
vient de suspendre les cours et de feimer les portes de la Soriionne. 



% 



En ypiis souhaitant, mon cher ami, de continuer et de poursuivre 
vos belles recherches avec le même succès et en vous renouvelant 
Tassurance de toute mon affection. 



40S* — STiELTJBS A BBBM$TB. 

CnBa MonsiBoa, 

• Vos deux dernières lettres m*ont Cdt le plus grand plaisir, non 
seulement par ce qu'elles contiennent, mais aussi parce qu'elles 
m'ont débarrassé de l'inquiétude que je commençais à avoir, pour 
vous et M. Picard, d'un retour offensif de la grippe. 

Dans votre première lettre je trouve 



et dans la dernière 

je remarque que ^ étant croissant (pour a ^o), — ^décrois- 
sant, on a, d'après ie théorème de M. Tchebjcheff, 

Ainsi, pour a >- o, on aurait même % < loga = 0,693* • • • 
liais, lorsque a est négatif, — 1 < a < o, on a 



0^693- • • 






et je ne vois pas mojen de réduire votre limite supérieure, dn 
moins d'une manière un peu simple. 
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Voici maintenant comment j*ai essaye, mais sans succès, de 
modifier et généraliser votre analyse. 

Soient a et 6 deux nombres quMI sera convenable de supposer 
compris entre o et 1 ; je pose 

. iB r -4- ti« ^— — — — f 
1-4- J? I -HX 

et je détermine la constante C^v de manière que F soit un simple 
polynôme en x du degré a/i — 1. II est clair qu'il faut prendre 

pour cela 

i = C»(i-»-a)«(i-+.6)«, 

c'est-à-dire 

C- = î r- • 

* (i-Ha)'»(i-h6)« 

Ensuite, si l'on veut mettre, comme vous, F* sous la forme 

V|-+- Vj-h. . .-hV,,, il faudra prendre 

-, Ci,-.t(g — a)*-'(ir — 6)*~«— C„(y- a)*(ar — 6)^ 
c'est-à-dire 

Pour as: o, 6=: 1, on retombe sur vos formules; j'ai cru un 
moment que le cas ft^zùss^ pourrait conduire aussi à quelque 
résultat asseï simple; on aurait alors 



c'est*à-dire 



(3) X ,/x -^-F^JI TTÎ^' 



J« 



9«(a-Hi) 



avec ( < 1, ou même 6 < loga lorsque a > o. Vous voyez que ce 
terme complémentaire décroit même un peu plus rapidement que 
dans le cas a := o, 6 ss 1 • Malheureusement le terme général de la 
aérie est 
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U ftmdrait donc obtenir la valeur da 



Jf'(f- jp-^'-rC— ;Pf-*<— >•>*• 



ou, poor^— jTss^ih 



f (^ - ;)*^^ ^ " %uL^ i at^[(i-ii>«H-(i^a>-lila. 

Or rintégrale / ii^-*(i + ii)«ifii a'obtieiil tans difficnlK, 

/• 
«•"•^(i — ii)«rfii; il 

•'intrbdnii l'exponentielle a' et c'est poarqnoi il faut abandonner 
ceUe tentative. 
Je reviens un instant sur ces limitations 






•oajoasi. 



— - — < --2— loffsaas « > o; 

J'ai eberebé à fiôre disparaître la diseontinnité ipii se aMMtre ici 
et à rédoire la limite — — - danslecaso<a + i<i« 
Par une intégration par parties : 

(a-Hi) r -iïl-d!»-i-H r 7-2i^^dlr, 

I 
et de là on conclut, lorsque le nombre a + 1 tend vers aéro, 

Hm{a^t)j'^^do^mt, Km(«^i)»a, 
car / ; rr =s — Aiusi, dans la limitation 

le numérateur ne saurait être remplacé par un nombre sensiblo^^ 
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ment inférieur k i lorsque a -f- 1 est très petit. Mais, pour a^o, 
nous savons qu*on peut remplacer i par loga =3 0,693... ; |j*ai 
cherché à bâtir un pont entre ces deux cas. Je suppose donc 
o > a >» •— I et soit a -h 1 = 69 puis 

"^^^-/'ô^**^ <o<*<.). 

11 est cUir que P(6) = /'' 'f/!°t!,^* dx est positif. Cela posé 
j'emploie la formule suivante 

où ^ est un nombre compris entre le plus grand et le plus petit 
des trois nombres o, 1 , fr. 

Puisque je suppose o ^ fr < 1, b{b — 1) est négatif et il vient 

ainsi 

l'(6)<F{o)-4.[F(â)-F(o)16, 

c*est-à-dire 

Fv*)<l-(i-loga)6; 
donc 

Le numérateur varie maintenant de i à loga lorsque a varie 
de — I i o. Pour a > o on pourrait certainement obtenir aussi 

une limite supérieure / — - da: < dans laquelle P dimi- 
nuerait de loga a - pendant que a croit de o à oo. 

Mai» ce chmnp ne se peut lellenieni moissonner 
Que les derniers venus n'y trouvent à glaner, 

et il faut savoir finir. 

J'ai voulu remercier M. Picard pour le service très réel qu'il 
m'a rendu, mais j'ai oublié son adresse et je suis obligé de vous 
prier de lui remettre la lettre ci-incluse lorsque vous le verres.. 
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Je sais ptifaitemèiit bien qa*il deneiire dans la me qui descend dn 
Panlhéon an bonlevard ei je sais aussi qne celle me porle le naas 
de rarchiiecle du Ptalhéon; mais le nom de cel archileclef impos- 
sible de le reirouver. Des défaillances de mémoire de ce genre 
m'arrivent fréquemmeni el un beau jour je ne saurai plus reirouver 
mon propre nom. Vous douleres, après cel aveu, si le lexle de 
saini Jean (III, 3o) s'applique bien à moi. 

J'ai lu, dans un pelil journal d'ici, quelques lignes sur les désor- 
dres au cours de M. Brunelière, mais je ne comprends rien aux 
molifs des manifestanis. Ces messieurs sonl-ils méconlenis du 
dernier discours de M. Branelière à l'Académie? 

Je n'en sais rien, el j'avoue que cela ne m'inléresse pas beaucoup ; 
mais que le mélier de professeur devieni difficile de celle manière 
dans voire Ville Lumière! 

HeureusemenI, des choses pareilles n'arriveni pas encore à U 
Facullé des Sciences, mais qui sail ce qui arrivera encore d'ici 
vingl ans? 

Crojex-moi toujours voire afleclueusemenl dévoué. 

. 40A. -* HERMiTE A STI^LTJES. f 

Piriti i3 aian iS94. 
MoH CBsa Ami, 

Faule de grives on mange des meries; il ne m'apparlieni pas de 
vous féliciler, comme M. Picard peul le faire, du succès de vos 
efforts dans une queslion profonde el difficile qui dépasse la spbère 
de mes recherches, mais je vous exprime mon plus vif plaisir de 
l'applicalion du ihéorèmede Tchebich'effd'où vous lires la relalion 

que je me propose de donner à mes leçons. J'ai besoin aussi de la 

limite supérieure de l'intégrale f ;^ ^ — àx\ je l'obliens en 

* remarquani que pour a >- 1 on a i — - ^< a(i — x), car la dérivée 
de I — x^ — a(i -^ x) est, en effel, a{i — x^'^) quantité positive 
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de sorte que l'expression est croissante. G>mme elle est négative 
pour j? = o et nulle pour x = i , il est nécessaire qu'elle reste né^ 
gative dans Tintervalle, d'où la relation, d'où Ton conclut 









on aurait, en supposant « < i, ""^ ' < i et la limite • Main- 
tenant permettes-moi de pi*éparer, en \ous écrivant, ma prochaine 

leçon. Je veux tirer le théorème r(a)V(i — «)=-? » sans 

employer B(o, 6), de l'équation r(a) = / x^^'^er'dx ou plutôt 
T(a) = 2 I j?««""«e-'''rfj:. Multipliant par 

j'obtiens 

puis, par la substitution de Laplace J? = p sin^ , y = ^ cosf , 

5 î: 

r(a)r(i — a)»4 / e-P*pdp f (iang<p)««-« rf^ a» a / (langç)««->rfç. 

C'est l'intégrale d'Euler en faisant 
^ tang«ps/*. 

Paulo majora canamus; ya^stis pensé comme vous, mais avec 
moins de bonheur, à employer un polynôme de degré quel- 
conque S'x) pour former l'égalité 

e(jr)--e(-i) p 
d'où 

Je m'étais adressé à l'expression de Tchebichefl* qui est la plus voi- 
sine de séro, entre les quantités léro et l'unité; mais elle ne donne 
pas une limite avantageuse, attendu que B(x) change n fois de 
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sigB€ entre ces limitet. Voat aves <lé mievi inspiré en 

B(x)ss(s^a)^{s^b)r et supposant as-» As-!>; voici 
comment je suis volte idée. On a ' / 

cecpii donne 



avec 



v/ V * i(i— «jr) , a(i— *«)•-* 



Sépares maintenant dans F{m) les puissances paires et les puis- 
sances impaires de i — a jr, et poses x* — x = i. Vous auras en 
premier lien le poljnome en i 

a a(i-i-4t) ^ a(iH-4( )» ^ 

5"*" s» ■*■ Si "*";••»•- 

puis la quantité 

Ta a(i-*-4() , a(i-»>4(y , 1 



I — ajr 



3 

On pourra fiiire^ par suite, 

F(#)-At^A,|H-A,e*-H...-h(i-ajr)(Ilti.B,|-i-Bte«-H...>, 
ce qui permet d'obtenir par la fonction B(a, b) l'int^irale 

Encore une remarque. On a 



a 3 I — ajr 



0'o& 
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et Ton en conclut 

C'est le développement en série infinie qui résulte de U formule 
précédente qu^on peut encore écrire 



I a" 



B(a-f-#i, #i)( 1-4- — 2 — ) 



Dans l'attente, mon cher ami, de vos nouvelles, et restant tou- 
jours votre bien aflTectueusemenl dévoué* 



Mow 



406. — HERMtTB A STIELTJES. 

Paris, 97 mars 1894. 
CHER Ami, 



Ce sont mes vœux pour votre prochain voyage qu'il me faut 
vous adresser; puisse surtout votre prochaine lettre que vous 
in'envcrrcK de Cannes m'apprcndre que M. Darcniherg aura jugé 
favorablement de votre séjour à Alger malgré la contrariété du 
mauvais temps! Nous avons cependant depuis plus d'une semaine 
des jours parfaitement beaux dont vous devez aussi profiter; je 
leur demande d'éloigner de vous la pensée que votre grand travail 
sur la théorie des fractions continues ne sera point suivi d'autres, 
€vgri êomnia. C'est à moi dé me dire de pareilles choses quand je 
me sens sans courage devant l'ouvrage, ou bien qu'entreprenant 
de suivre quelque idée je ne rencontre que des illusions et des 
déceptions. L'histoire, qui en est longue, se continue toujours; je 
viens, par exemple, de tirer, ce qui est très facile, de Texpression 

_^'(^> '= — C -I- f '^^-' .rfx, la relation de Gauss 

II. »* 
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où f B ^^^f m et II ëuniy bien enteodo, des nombres entier», el 
j'avais espéré en eonclnrèi poor <i s: ds^ nne intégrale définie. 

r(i) 

Mais le premier terne — p{- devient infini, et tout m'a échappé 

par suite. J'ai eu, en Arithmétique, une autre déception; je le dois 
à la question de la distribution, en périodes des formes de déter- 
minant positif; il serait trop long de vous en faire le récit. 
. Permettea-moi, puisque vous nous revenes, de faire appel à votre 
bonne obligeance, pour la publication' dans les Annales de TVn- 
louse d'un mémoire que M. Appell a adressé à M, Berson, le secré* 
taire de la rédaction. M, Berson ne lui a pas répondu et, autant 
que M. Appell, je m'intéresse i ce mémoire et à son auteur 
M. Landfried, mon concitoyen lorrain, qui a traité avec talent une 
question concernant les fonctions à multiplicateurs. M. Appell 
croit que l'impression dans les Annales d'un très long travail de 
M. Sauvage retardera longtemps la publication du mémoire de 
M. Landfried; mais j'aimerais beaucoup pouvoir lui donner la cer- 
titude qu'il paraîtra. Je vous serai bien reconnaissant de joindre, 
s'il est nécessaire, votre recommandation à celle de M. Appell et à 
la mienne pour qu'il paraisse aussitôt qu'il sera possible. 
Picard est en ce moment à Cannes où vous allea vous rendre; 

son cours à l'École centrale lui a causé une grande fatigue 

Heureusement que le vojage et la distraction l'ont rétabli ; pour moi, 
je n'ai point bougé, me proposant, vers la Pentecôte, de demander 
à M. Painlevé, mon bienveillant mettre de conférences, de me rem- 
placer et de me permettre d'aller dans ma famille à Flanville. 
J'avais espéré, j'aurais bien voulu travailler, mais je n'ai presque 
rien fait; je ne sais plus, tout en me le reprochant, que passer 
mon temps à lire; video meliora proboque, détériora sequor. 
Avec tous mes vœux, mon cber ami, pour votre prochain vojage, 
en vous demandant bien de m'en donner des nouvelles à -votre 
arrivée et vous assurant toujours de mes sentiments de l'affection 
la plus sincère et la plus dévouée. 



% 
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406. - STIBLTJES A H ERMITE. 

Cinnet, 10 aTril 1894. 
Cher Monsieur, 

Je suif arrivé ici samedi dernier, apri^s 1111 lrj*s bon vojagc, et 
j*aî vu hier M. Dareinherg. Il me trouve en bonne voie de guérison ; 
cependant les crachats n*ont pas disparu et, ce qui me vexe 
beaucoup, il ne m*a pas voulu dii*e si je |>ourrais reprendre mon cours 
en novembre. Il dit que c'est très possible si je continue à faire 
des progrrs, mais pour le moment il ne |>eut pas se prononcer sur 
ce point. Il m'a envoyé a un bactériologiste et, après que celui-ci 
aura fait son analyse, je dois encore revenir une fois chez M. Da- 
remberg. Cependant je vous dirai que je suis bien déterminé à 
reprendre mes occupations ordinaires en novembre; je me ména- 
gerai tant que je pourrai. \jt temps est magnifique ici et il fait bien 
plus chaud qu'à \lger; l'hiver a été ici bien plus favorable que 
là-bas et la végétation est bien plus avancée. 

Laisses-moi vous dire mfiintenant que l'insertion du mémoire 
de M. fjandfried dans nos Annales est assurée. Il est de i*cgle de 
faire examiner les mémoires envoyés par (à) un membre du comité 
(pour l'examiner). Celui-ci donne son avis; la plupart du temps, 
et sans doute dans le cas actuel, c'est une pure formalité. Mais le 
comité des Annales ne se réunit pas souvent, et cela a pu causer le 
retard dans la réponse du secrétaire M. Berson 

J'espère rentrer à Toulouse le plus tôt possible maintenant, 
aujourd'hui en huit au plus tai*d, je pense. 

Uès que je serai rentré, je commencerai à écrire mon Mémoire 
sur les fractions continues; la correction des épreuves m'occupera 
ensuite je l'éspcre, puis viendra la préparation de mon cours. Mon 
horizon ne s'étend pas au delà. ' 

Je crains beaucoup. Monsieur, que la mort de votre ancien ami 
M. Brown-Sequard a dû vous aflTecter douloureusement; j'espère 
d'autant plus que le séjour de Planville vous fera du bien en vous 
arrachant un peu à cette vie trop intense et surmenée de Paris. 

Veuilles bien me croire toujours votre affectueusement dévoué. 
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MoM cBBi Am. 



J« rais hearen d« vo«s MToir de retour et rende à 
iront AYCs on been leMps^ après on Yoysfe nccompli CiYorableMeni, 
nuis j'attends impatiemnient les conclusions de M. Daremberg à la 
suite de Tanaljse bactériologique qu'il a demandée. J'ai entière 
confiance que vous reprendres votre cours et que vous feres de 
meilleures leçons que les miennes dont la fatigue diminué chaque 
année l'intérêt. Votre grand travail sur les fractions continues ne 
sera pas le dernier comme vous le dites; c'est mon honaon qui se 
rétrécit et non le vôtre. Je lis avec attention en pensant à votre 
maladie, tout ce qui s'y rapporte, et à tout hasard je vous envoie 
un numéro du Journal des Mbatg pour que vous jeties les yeux 
sur le feuilleton scientifique de M. de Parville où il en est question. 
Je n'ai plus, hélas, M. Brown*Sequard à consulter sur le sujet; 
mais les avis autorisés ne vous manqueront point. Combien j'étais 
loin de m'attendre à une perte qui me laisse un vide que rien ne 
pourra jamais combler 

M. Brown-Sequard était la bonté même ; il y a peu d'années, il a 
passé, malgré son âge, toute une nuit auprès de M. Marcel Bertrand, 
malade de la fièvre typhoïde et dont la vie était en danger. Un jour, 
me voyant mauvaise mine, il m'a amené dans un coin de la salle 
qui précède la salle des séances pour me tâter le pools et me faire 
une ordonnance. Je n'en finirais pas avec les souvenirs pleins de 
regrets qu'il me laisse, et qui remonteni & plus de 5o ans lorsque 
nous nous rencontrions, tout jeunes l'un et l'autre, & la Société 
Philomathique. Je m'arrache à ces regrets pour vous faire la con- 
fidence que, cédant à la paresse, je prépare si insuffisamment mes 
leçons que, pendant la nuit, nui conscience se réveille, me poursuit 
au point que j'allume une bougie pour faire un bout de calcul. J'ai 

eu un impérieux besoin d'une limite supérieure de 1 *'?**^ I pour m 
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entier. Cesi dans ces conditions anormales que j*ai rencontré les 



relations 



a[eosjr -f- cos3x -f-* . .-^ cos(a n -* i)dr], 

sinCan -f-i)dr 

: ^— Œ f-^aco8ar-f-...-4-aco8a/târ, 



d*où l'on conclut 

Isinmx 



<m, 

ce qui a lieu aussi pour m quelconque. Mais j*ai inutilement 
cherché un moyen plus élémentaire pour l'obtenir. A quoi bon, 
demanderez- vous, cette limitation? Si vous en aviez quelque peu la 
curiosité, je vous expliquerais que j*en conclus les propriétés de la 
fonction de Jacob Bemoulli S^(ar) = i*-f- a*-|-. . .-f- (/> — t)*» 
( — i)''Sm^i(;v) par exemple étant positif entre les limites xsso, 
x=s 1 et n'ajant qu'un seul maximum pour ;r^ -» ( — i)*SsM.i(â?) 
n'ayant que la racine j? s o dans le même intervalle, nuf^œ ana^ 
lytica*. 

Ne vous préoccupez aucunement d'agir sur M. Berson; le point 
essentiel pour moi est obtenu puisque je puis donner à M. Landfried 
la certitude que son mémoire sera publié dans les i4/i/ia/e# aussitôt 
qu'il sera possible. 

Soyez assez bon, mon cher ami, pour ne pas me faire attendre 
vos nouvelles, et veuillez croire toujours à mon affection la plus 
sincère et la plus dévouée ( * ). 

408. - HERMITB A STiSLTJES. 

Paris, t mai 1894. 



La recherche des fractions, -5-» -5- qui approchent le plus de deux 



Mon chex Ami, 
herche des fractio 
nombres donnés n*a cessé, depuis plus de 5o ans, de me préoccuper 

( < ) NoU manmeriiê de Stitltju. — 
ùumm 






Soot^d? eot( m — I — Ar)dr < m» 
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el auMi de me désctpérer. Le poini de vweanqnel je me wmtnwfé 
conduit, d'envisager pour toules les valeurs positives des constantes « 
et p, la' série des minime de la forme ternaire 

relatifs à des valeurs entières des indéterminées, donne bien, à la 
vérité, les*résultats de Dirichlet obtenus par une autre voie. Mais 
ce que j'ai surtout, comme vous, désiré — un algorithme régulier qui«, 
'permette d'arriver pratiquement à ces valeurs entières, au mojcA* 
de la réduction continuelle de la forme quadratique à coefficient^ 
variables -^ m'a échappé. La question est certainement d'une grande 
difficulté, mais, il me faut l'avouer, j'ai manqué de persévérance; 
j'aurais peut-être réussi à force de travail. De mes efforts, il ne me 
reste que de lointains souvenirs, presque eflacés maintenant, avec 
des regrets qui persisteront toujours. Je m'étais figuré devoir pé- 
nétrer dans le monde des irrationnelles définies par des équations 
à coefficients entiers F(jp) sso en étudiant les circonstances de la 

réduction continueUe de la forme "xsv mod*(jp «f>x/j^-hX/ s -^-^-O* 

Xi désignant les racines de cette équation, jpar exemple dans le cas 
des équations abéliennes, mais vous pouves voir dans une thèse de 
M. <3iarve, professeur à la Faculté des sciences de Marseille, à 
quel immense labeur, pour le troisième degré seulement, on se 
trouve conduit. Je n'ai fait qu'un premier pas, en reconnaissant 
qu'un nombre fini d'opérations suffit; il aurait été indispensable de 
' pouvoir les eflectuer. Les recherches d'Arithmétique exigent abso- 
lument des exemples où l'observation puisse s'exercer; autrement 
on reste dans le vide, ce qui m'est arrivé pour mon malheur. Et le 
malheur m'a poursuivi, m'étant jeté du cdté de l'Algèbre dans ma 
lettre à M. Pincherle dans l'espoir de m'échirer, je n'ai encore 
trouvé qu'une déception dans l'Algèbre. D'autres sans doute seront 
plus heureux, je ne serai plus sans doute pour applaudir à leur 
succès; je serai parti laissant comme dernière trace de mes efforts 
une lettre à Borchardt dans le Journal de Crelle, t. S3, p. i8a. 

En espérant que vous en tireres peut-être le sujet d'une leçon à 
vos élèves, voici ce que j'ai dernièrement fait à mon Cours, sur la 
fonction de Jacob BemouUi, avec tous les détails pour ne rien 
vous laisser à faire. 
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Soît /(jr)= ^Zl ' ^" • /(^-+-«)— /(^)=*^; posant 
donc 

on en conclut 

et, en remarquant que Sm(o) ^ o, 

pour n entier. 

Ceci posé, je me propose de former le développement suivant les 

puissances de a de la quantité ^JJ et, à cette occasion, je fais 

la remarque suivante. Soit, en général, une nérie quelconque 

(a) SssXt-+*-i — h -= — • 



I i.'i i.a...A 

fli on la multiplie par l'exponentielle &*^j les coefficients des 
puissances de a seront des polynômes en x dont les coefficients 
s'expriment linéairement en X«, A|, Aj, .... Cherchons ce que 
deviennent ces poljnomes en remplaçant Xi par la puissance V; il 
est clair qu'il faut alors faire S = e^, d'où Se^^ tf<X"*-*>«, ce qui 
donne (k + x)^ pour le coefiicient de a''. Inversement on trouvera, 
si l'on change X' en X/, le pr)oduit de la série (a) par e^'. Posons 
maintenant 

e« — I a i.a (i.a...aA) ' 

B|, B9, ••• seront les nombres de Bernoulli; je ferai Xt^i, X^ss » 

Xs/^, =s o, Xsi=: ( — i/B|-; le changement de X4 en X' transformera 
cette série dans l'exponentielle é^^ et le produit _^ a deviendra 

Ayant JJ a^ XSm{x) — ; 1 la remarque précédente per- 
met d'écrire 



i.a...M i.a...A-t-i 
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en chan^^Mit le* pmwaace» de X eoniBie 3 vie«t d'ili* diu On • 

s^(»)» „ • ♦ 8i^(»)- ;jîjzi • 

3 faat prendre X**~' = o, il vient donc 

d*où la relation 

Une autre remarque encore.* J*ai posé ' ^ ss e^; il vient donc 
en changeant'a en ** a 

dV>à 

et, par eonaéqoent, e^se*<^*>«. Multipliant par e^, j'en tire 

d'où 

a-i-jr)--(-i)«(X^ i-jr)-.. 

De lA résultent les rdations importantes 

Mais j'arrive à mon principal objet. 
Sotl, entre les limites jr a» o et jp se i, 

Si«~i(4r) m Z Afls cosaiiifrdr<4> £na siaamvdr, 

la relation qui vient d'être obtenue montre qu'il faut prendre 
Bjnss o et voici comment s'obtiennent les coefficients 

Aê» r 8|»-«(dr)d!9, Km^^f Sui^(jr)«esam«#d!», 
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Je recours à lu formule élémenuire 

cosadP 



^ /(^) ^^^^ ^^ poljnome entier, et où l'on a 

je supposerai /(ar) =sS,«.,(:r) el j'observerai qu'aux limites, à 
s^ cause de a = amie, le second terme seul subsiste, de sorte qu'on a 

/Flic 

Dans celle expression, tous les termes (>.-4-iV"— X« s'éva- 
nouissent à l'exception d'un seul, lorsqu'on a isi. C'est ce que 
montre l'égalité employée tout à l'heure €î^«=e-<^-»-*>«, qui donne 
la condition (X-H»)' = V» lorsque 1 est un nombre pair, puis 
/>,^ i)« = — À« el, par conséquent, (X-M)'=o avec V=so, en 

supposant 1 impair. Ce terme à employer — ^^^i^tm-i • P^"«' 

/ \m lilmlîL 
Quant à A», l'intégrale définie 

^ "Tn ™ anCin-t-s) a 

donne immédiatement 









et nous parvenons à la »ërie cherchée 

(-.).s„-.(*) - ^ - S(5;j^(«»"''-^ -n?!^ + -lis- -..•)• 

Soit d'abord jr = o, le premier membre s'évanouit et Ton en 
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tire n" 

M qui permet d'écrire 

'(^i)»8,.-.(»)-*2:î~~=^(i--eo.m«# 
ou bien 

On en condni que (— i)*Stji.t(') cet potitif de jpsso à jrssi. 
Soit ensuite 

. . . . lin^ivjr ^ •in'Sirdr ^ 



l'établirai que cette quantité poftitiire a son maximum ponr s^=r -• 
comme il soit. 

Changeons jp en i'+ jp, il vient 

(I \ . siaSavjr eoft*3«dr 

j -*-«j - eos«««^ — — - ^ — 55^^ *.... 

•pois 
ceqoi donne 



'(O-Kî-) 



•ia'avjr 



sia»4«flr sia*6«jr 



Vous voyes que d'après la relation "^^ ^ ut la partie i 
tractive a pour limite supérieare la série 

de sorte qu'à partir de it s=s a on obtient 
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la quanlilé qui multiplie tin'icx éUnt positive. Cëuût lé point 
essentiel à ëublir; enfin j*ajou te que de Tégalité 



a A — 1 



je tire la formule 
et que de la relation 



on conclut 



<m, 



•in a»* -^ -jjjrr •*"•••="■ ^'^^ V î?^'^ ^ 3^ 

c, t^étant, en valeur absolue, moindres que l'unité. La fonction 
(^ i)« Stm^ti^) ^ comporte donc comme siuaicx et ne s*ëvanouit 

qpie pour x = - 1 entre les limites sëro et Tunitë. 

; Le procédé que j'ai employé pour arriver aux développements 
■ trigonométriques permet aussi d'obtenir la formule de Mac-Laurin 

y /(*)rfr- i|/(o)-/(i)]^^[/(i)-./'(o)J 

^ — ! f /<•->( jr ) S,,., (jr)#/*, 

a.3...!»n — I »/^ 

en intégrant par parties Texpression 

entre les limites £éro et l'unité, ce qui se fait par un calcul facile. 
J'aurais bien voulu avoir plus t6t votre démonstration excellente 



de l'inésalité lîîîiîf 1 < m, pour la. joindre à celle que j'ai donnée 
pour le cas de m quelconque en cherchant le maximum de -jjj- (* )' 



( •) Ce pttfBff oioaire qa'il iiMiM|«e «m leur« de Stieltjet entre le m avril ec 
le 9 «•■• 
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Ce BMsiBiaai s'oblicDt M ponat tugiit jr a m tttiig jr J 
*^ntre jr =s o et jr sr «• Om m donc 



d'où 



ummjtm ^ 



iM4r 



/cot^ jr -^ M* tîii*« 



n suffit mamtenani 4*alMermr, à Tëgaid du 
qa'on a 

/cot^dT -4- M* tia* jr < i, 

• • . ■ ' • 

quand on sappoie ut > i , et 



/cDt* jr -4- M* aîa'^ < «» 
poiirMt<i* 

J*ai célébré dans ma demiire leçon votre conception de logr(jp) 
comme fonction uniforme et holomorphe de la variaUci dans loni 
le plan, avec la partie négative de l'axe des abscisses comme con* 
pore; vous voyes l'usage et le iHt>fit que je fais de vos idées. 
M, Kronecker me disait en dînant à Flanvillci où j'ai eu sa visite, 
que nous avions la télé fiûte de la même manièie; je crois que s'il 
vous avait connu, le binôme aurait été changé en trinôme. 

Adieu, mon cher ami, et venillei toujours croire à mes senti- 
ments de la plus sincère et de la meilleure affection. 



409. — STiELTJES A HERMiTE. 

Tofilovtt, S BMi i99(. 
Gnsa MoBsiBua, 

Je vais répondre immédiatement à votre lettre; peut-être 
qu'ainsi ma r^>onse vous trouvera encore à Pftris. Mille remerd* 
ments pour votre analyse concernant la fonction de BemouUi 
dont je profiterai certainement pour une de mes leçons. Mais, 
puisque vous démontres directement que 



I 
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a le même signe que sinaicx et que c^etl là, & un facieur pré», la 
dérivée de 

f(dr)aisin*icdrH- ^ h..., 

f'{x) est positif dans Tintervalle o<x< -t et la considération 
directe de<p^M — ff- -h^) ne semble point nécessaire; J'ajoute 
que ( — i)''Ss;y_s(j?) n*a qu'a/i seul maximum dans l'intervalle 
(oj i)» parce que la seconde dérivée (— «)" S^«_,(j:) est cons- 
tamment négative; en eflet, cette seconde dérivée est, à un facteur 
près, *=St/v.4(x), c'est-à-dire une fonction de la même espèce. 
Mais cela est bien connu. 

A l'égard des fractions ^-t -r» je vous avouerai que je n'ai point 

la prétention d'éclaircir un sujet aussi difficile par la réflexion et 

par l'imagination seules. Je procéderai comme les naturalistes, en* 

appelant au secours Vobservaiion. Pour le moment donc, je fais 

des calculs numériques, assez laborieux, en cherchant toutes les 

fractions convergentes pour quelques cas particuliers jusqu'à 

P=2oo et P=r3oo. Encore faut-il savoir ce que sera un système de 

deux fraclions convergentes. J'incline à croire qu'il faudra admettre 

• . P' X 

aussi dans le Tableau les fractions n = -r- + p^ de la théorie ordi- 

. P* . 
naire des fractions continues, en y ajoutant la fraction p- qui 

approche le plus de 6, mais donc l'approximation sera alors seule- 
ment de l'ordre p* De même pour b. A ces calculs j'en ajoute 

encore d'autres concernant la distribution dans l'intervalle (o, i) 
des fractions na — C{na)^ nb — C{nb). C'est seulement lorsque 
j'aurai amassé de cette façon un grand matériel que je pourrai 
commencer à ti*availler sérieusement sur cette matière. Je ne sais 
point du tout si cela me mènera à quelque chose, mais je veux en 
avoir le cœur net. Ces jours-ci, il faut le dire, je n'ai pas poussé 
beaucoup mes calculs, ayant dû employer toute mon énergie à. la 
rédaction de mon travail sur les fractions continues. 

Ce travail s'achève doucement, mais j'en ai bien encore pour 
trois ou quatre semaines, et j'aurai mis plus d'un mois pour ce 
qu'autrefois, j'aurais achevé en dix jours. 
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Je me |MMrte bien ei je erois mAme ^pe je fins des pragièe^ 
grftce euY bons soins dont je sois entoofé. J^espire vivêoienl qne 
vous tirerez le*|^tts gifnd bénéfice de^Totreséjonr àFlaniiOe. 

. ,^ Crojes-moi bien votre affectneusement dévooé, 

P.-S. — Poor montrer qne — — crotidans le premier qn»-> 
dranty j'écris 



uaga uua eat(«-4-d) 



en supposant 



[ ^>a>e., 5>6>o, ^>a^è>e. 

UBffa a a-f-6 ^ « 



410* — HERMUTE A STiELTJES. 

Piris» iljMi i89(. . 

UoB CBBm Ami, 

Je me sens tout joyeux de vous savoir en si bonne disposition * ^ .. 
que vous vous transforraei en naturaliste pour observer les phéno- 
mènes du monde arithmétique. Votre doctrine est la mienne; je 
erois que les nombres et les fonctions de l'Analyse ne sont pas le ^.^^ . 
produit arbitraire de notre esprit; je pense qu'ils existent en '"* 
dehors de nous avec le même caractère de nécessité que les choses ^.^ 
de la réalité objective, et que nous les rencontrons ou les décou* 
vrons, et les étudions, comme les physiciens, les chimistes et les 
Boologisles, etc. Je viens d'observer que J 



d'oà l'on tire 

^^•*"îJL. ""3=^=1 ^"^^ 



^ • 
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donne rëgalilé 

L'intégration se fait immédiatement et il vient ainsi 



r(a)-r(« + .)-_L.-i*ir-J!_4.-Ll 



I 



aa*(a-»-i)* 
On en conclut la série 



i'(a)i 



aa*(«-»-i)» «(a-H i)«(a-»-a)* ' 

puis, au mojen de Tégalité 

logr(a) « fa — i jloga — a-f-l6g/âïifH-i(a), 
cette expression qui a attiré mon attention 

Diiogrc)-i-H-^ + 



a aa« ia*(a -4-1)* a(a -^i)«(«4-a)* 

Vous rapportercEià l'observation du fait, la remarque suivante, 
qui en est la conséquence immédiate. 
Soit 

^{S) a »(» -f- l)(» -i- a). . .(X 4- A). 

Je pose 

Bf Bt B« 

On aura A«-h A| + « « •+ A^sso et, le premier membre ne 
changeant pas quand on remplace x par -r- /i — Sj les numérateurs 
des fractions simples satisfont aux conditions A/^ — A^i./, 
B/=B*./(« = o, I, a, ..., n). 

Soit maintenant 

Na B»-»-B|-4-...H-B|», 

G»» A», GtaA«-i-A|, ..., G|«.|ai A9 -4- At -•-..• -f- Ai».|. 
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? 



Gela <tâiit| on obtient fseflemaiii 



H, 


Hi 


H^ 




1 


1 


{•*»- 


ÏJ» 


.ri''> 


,•(• + •) •••• 





Et caei me nmène aav fraetioiis contiiincft. Vous vojm ipie le 
^ape des fnctioiis dinplcs représente la fonction DllogT{x)f 

am termes prêt en ^^^^ » Mais j'ai tont lieu de croire qn*il ne (aai 

noUement se borner aux fractions convergentes dont le dénomina- 
teur est f*(x); on aurait, effectivement| un résultat analogue en 

partant de la décomposition en fractions simples de ,| an lien 
de-sf^. 

Avec l'espoir que vous pourres peut-être entretenir les élèves de 
Toulouse de ces considérations absolument à leur portée, et que 
nous deviendrons collaborateurs de renseignement, en vous appre- 
nant aussi qu'il me reste encore quelques leçons à faire avant de 
passer la main à M. Pàinlevé, et de partir pour Flanville, je vous 
exprime, mon cber ami, tous mes vœux pour que vous n'ajes plus 
d'autre médecin que les soins dévoués de M"^ Stieltjes, avec le 
bonbeup d'être auprès de vos enfants, ainsi que Tassurance de 
mon affection la plus sincère et la plus dévouée. 
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411. — STiBLTJBS A HERMiTE. 

Tottlotttc, i5 mai 1894. 
CllSR MoVftlEVR, 

^ Vos développements concernant Dx logr {x) m^intéressent beau- 
coup; vous savei que je me suis occupe à plusieurs reprises de ce 
sujet et de J(€i). Je me figure toujours qu'il reste à trouver là 
quelque chose d'essentiel et je reviendrai encore à l'assaut. 
Laissci-moi vous indiquer la petite remarque que voici : ^{x) 
étant un poljnome de degré n, la somme 



doit être regardée comme étant de l'ordre -^1:^1 (^^ i^on de 

l'ordre —\ comme j -7— v- N'y ajant pas fait attention, je me 

rappelle avoir été conduit à des contradictions dont je ne voyais 
pas la source to^t d'abord. Je crois voir une trace de cette inad- 
vertance dans votre lettre, et c'est pourquoi je vous avertis afin de 
vous éviter des ennuis possibles. 

Mon mémoire sur les fractions continues est maintenant fort 
avancé; il ne reste plus qu'à ajouter quelques ch«ipitres un peu 
accessoires; tout l'essentiel est fait et, d'ici quinse jours, j'aurai 
fini. 

A part cette rédaction, je ne fais presque rien d'intelligent; les 
calculs numériques sentent un peu la main-d'œuvre. Aussi dans 
cette pénurie je n'ai guère rien à vous dire que la petite remarque 
suivante qui m'est passée par la tête. 

Dans les premières pages de son mémoire sur la série hyper- 
géométrique, Gauss se sert de l'artifice suivant : Pour montrer 
qu'une quantité Pji qui croit toujours avec n (/i = i, a, 3, ...) 
tend vers une limite finie, il remarque qu'il existe une quantité Qm 
telle que Q«> Pji, mais qui va toujours en diminuant. 

J'ai eu l'idée d'employer le même artifice pour prouver le 
théorème élémentaire suivant : , 

n. t(i 
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La série a« + ai+aa+... à leriMt paêiii/$, <UaI cmmiw 
geniâp le nooibre 

• P»«i(i-f-«i)(i-4-at)...(i-4-««) 

lend^pour it = oo vers une limite Jlnie. 
Je prends un nombre iir> i et je pose 

On e évidemment Q»> P« et ensuite on UOttve 

Or k étant >i il est clair que ï — k-^kia^^'+^am^'h...) 
devient constamment nigaiif»àh% que n. surpasse une certaine 
limite. Donc les Qa finissent par dierotire constamment et les Pu 
tendent par conséquent vers une limite Jtnie. 

Je vous exprime mes meiUeurs vœux pour que vous vous trou* 
viea bien de votre {Nrochain séjour à Flanville; eroyes-moi bien 
votre affectueusement dévoué. 



4iS. - HSBMiTB A STIELTJES. 

Pwiti s( Mi lS9(, 

Mon cna Ami, 



Mes plus sincères remerctments pour voire beUe assistance qui 
me sauve du naufirage et me retire des abîmes de rerreur où m'a 
(ait sombrer mon inadvertance. Ce n*est pas, bêlas I la premiire fois 
et ce ne sera pas la dernière que j'aurai à pfttir de mon inattention, 
et j'ai en plus le regret de ne pas vous apporter mon concours dans 
une mesure quelconque pour le grand travail sur les fractions con- 
tinues auquel vous vous consacres maintenant et que j'apprends, 
avec grand plaisir, être en voie d'achèvement. Je ne renonce pas, 
cependant, à y venir plus tard, pour l'étudier à fond, comme tant 
d'autres de vos recherches que je ne cesse d'avoir en vue, me lais» 
sant attirer et captiver par le charme de votre analyse. Ainsi 
de J(a), qui vient de m'occuper à l'occasion de mes leçons et m'a 
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suggéré la remarque suivante. En partant de la formule 

TuV dx « UV- VU'H- rVU' ds, 

je suppose U=d?— x*, V=F(a-hx) et je prends 2r=o eta?si 
pour limites des intégrales. On obtient l'égalité 

r (jr — jr«)F'(a-4-a?)<te«F(a-t-i)H-F(a) — a /^ F(a -♦- *) dlr, 

d'où Ton tire 

F(a-4-i)-4-F(a)«ay F(a-4-a?)rfr-#- T (a? — «•)F'(a -*•«?) cfr. 

Cela posé, soit l?{x) = \o%T{x) et J l'intégrale de Raabe, 
y logr(a4-x)<ir = aloga — a-+-logv/aï«, cette égalité nous 

donne 

logr(a) = J-iloga^.J(«), 

en posant 

a*/t 

et met immédiatement en évidence que là quantité J — -loga est 
l'expression asjmptotique de logr(a). Il suffit, en effet, de savoir, 
soit par la série 

soit par la formule 

que D^ logr(âr) est toujours positif, ce qui permet d'écrire 
j(a)«Lzi! f DlIogr(€H.*)<£r, 

\ étant compris entre les limites léro et l'unité, et en employant 
le maximum de ( — (*, 
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Pour tnwTer ---— j'ai lecoon à la idatkm dont vom avet fiôl 
ucage 

j(**F(»)*'-jf*lF(»)+F(i-#)lé«r. 

En potant, pour abréger, f(jp)sD21ogr(a-H4P)t die doiuic 

.1 

i(«) - ; jf '(•-••)lf(*)-^f(«-*)l*r. 

Cda étant, je remarque qn'ajant 
on en conclat 

quantité qui Tarie en déeroissani lorsqoe 4P crotl de o à -• La dé- 
rivée, est, en effet, J' r*a^(^— ^•"-^^) ^ ^^ ^ ^y^^^l négatif, 

on a e*^ — i<o et e*y— e*«*'>/>o en supposant j?<i — jr, 

e*estrà-dire jp < ^* On a donê, dans Fintégrale, le produit de deux 

fonctions, dont Tune est croissante et Fautre décroissante entre 
^es limites; le théorème de M. Tchebjckeff donne par conséquent 

• ! ! 

D'où 

j(a)e JL. 
^ ' \%a 

L*expression de J(a) conduit facilement à la formule de Binet, 
en développant en série logr(a -l- x), ou plul6t logr(a + 1 — jr) 
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suivant les puissances croissanles de x« Mais on a 

T-.l f (dP~r>)[Dllogr(a-t-ar)-HDllogr(a — dP)]d:r 
d*oû celte expression 

5 r I I 1 

6.7 L«* l«-^«)* J 

En vous priant, de la part de M** Ilennite, de vouloir bien 
annoncer à M** Sliehjes la naissance de Charlotle Pclity ce qui 
me fait bisaïeul, et en espérant que le froid de ces derniers jours 
que nous avons vivement senti ne vous aura pas ëlë nuisible, je 
vous renouvelle, mon cher ami, Tassurance de mon affection la 
plus dévouée. 

413. — STiELTJES A BËBMtTE. 

Toaloate, aS mai 189t. 
CffEm MOHSIEUB, 

Receves d'abord, avec M** Hermite, nos meilleures félicitations 
à l'occasion de la naissance de votre arrière-pelitc fille Charlotte. 
Il n'est pas donné & tout le monde de voir ainsi la troisième géné- 
ration et nous nous réjouissons & vous savoir parmi les privilégiés. 

J'ai en'méme temps & vous annoncer une bonne nouvelle de ma 
part, d'une nature bien différente d'ailleurs. C'est simplement que 
j'ai fait remettre aujourd'hui même & M. Berson le manuscrit de 
mes recherches sur les fractions continues. Je vais m'octrojer 
maintenant un peu de repos et je ne sais trop ce que je ferai 
après, n me vient quelquefois des velléités (velléitudes) pour des 
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étodes sérieoiet; nallîeiireafemciil pour moi, la sagette couitla 



probaUemenl ày renoneer ci à me lésigiMHr, 
Votre foniiiila 

.. . I aa«— I. a — i i Ti > 1 

*4[i* ] 

Bse jette dans les plas grandes perplexités. Je soupçonne presqoe 
qu'il s*esi glissé quelque inadTerlance mais je ne la trouve pas en 
ce moment. Voici la cause de mes inquiétudes. Dans le second 

membre le seul terme ^^f^log "" est une fonction non imij- 

4 ^^ a 

forme : tout le reste est uniforme. Or, on doit avoir des deux 

cAtés de la coupure, pour a = — n -H it 's entier positif, o < i < i , 

[voir formule (i i) de mon mémoire dans le Journal de Jordan]. 
Or cela ne correspond pas du tout avec la formule donnée; on 

trouverait o, au lieu de aicifi — \\. 

Tai complètement tort; je viens de reconnaître mon erreur qui 
est due à ce que je n*ai pas fait attention au domaine de eonver^ 
genee de votre série, qui est d*une forme très compliquée, mais 
qui ne doit pas permettre d'approcher de la coupure ainsi que je 
Tai fait. Soit-^*s= sf^ 4. an + 1 ; la'formulente Gudermann s'écrit 

oa,si|m|>i, 

'<-)-2(îii*5î?-^-) 
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Ici >^ r : — -f • • • sont des fonctions uniformes. Je pour* 

rais donc faire le méroe reproche à celte formule qu*à la vôtre; 
mais voici comment tout s'explique. La formule n^est convergente 
qu'en supposant | m | > 1 pour toute valeur de /i = o, 1 , 2, 3, . . .. 
Or une discussion facile montre que a doit être alors en dehors 
des cercles de diamètres i décrits sur les diamètres s'ëten- 
dant de o à — I, de — I à — 2y de — a ù — 3, . . .• C'est seule- 
ment dans ce domaine assez bizarre que la série est convergente. 
Vous vojei qu'on ne peut pas s^approcher de la coupure, et 



mon objection est mal fondée, par cela nu^me. Sans doute, pour 
votre série, le domaine de convergence est de forme similaire 
et ainsi s'explique mon erreur. Mais vous voyez bien en même 
temps que ces séries, quoique de formes assez simples, ne sont en 
réalité pas aussi simples si l'on fait attention à la forme bizarre 
du domaine de convergence. Il est peut-être bon d'appeler l'atten- 
tion sur cette forme singulière du domaine de convergence. 

Groyez-moi toujours votre aflectueusement dévoué. 



414. -* H ERMITE A STIELTJES. 

Parit, 39 mai 1894* 
Mon cher Ami, 

Votre mémoire sur les fractions continues est une œuvre analy- 
tique d'une importance capitale et j'apprends avec la plus grande 
satisfaction qu'elle va s'imprimer et être prochainement publiée. 
G)mme d'autres de vos productions, elle sera un stimulant pour 
mes recherches et je me joindrai à ceux qui s'engagent après vous 
dans la voie féconde que vous avez ouverte. BuObn rapporte qu'il 
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a prolongé josqa'à 3o ans Ferislmce d'un certain chefil en le fai- 
aani travailler tant qa^il a pn produire nn léger effort; tou ferei 
comme le grand naturaliste et moi pent-4tre comme le pauvre 
cheval» Pour tous y encourager, je reviens à J(a) en vous remer- 
ciant de votre remar«|ue lumineuse sur le singulier domaine de 
convergence de la série de Knet; j'ajouterai quelque chose à tirer 
peut-être de Tégalité. 

logr(a)«(«-i)log«-«H-log^«H-iy*%--»«)»'(«-«-*)^. 

où f (x)= logr(x). Soit pour abréger 

♦(«)=(«-;) log«-.«^-log^a«; 
on aura plus simplement 

on en conclut 

et, par conséquent, 

On peut obtenir sous forme explicite la quantité M 

♦i(«)« ♦(«)-»- jy*\jr-.*«)t'C«^#)ilip 
et traiter comme la précédente Tégalité 

au moyen de celle-ci 
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Soll alors 

nous trouvons ainsi 
(I) f(a)«+,(a) 



De là résulte de proche en proche une expression de logr(a) par 
les quantités ^%(a)y i(t{a)^ 4'i(^)» ®^^*9 ^^ Targument figure sous 
forme rationnelle, avec log ^ — ^ qui sera le seul terme transcen- 

danty et un terme complémentaire se réduisant de suite à une inté- 
grale simple. On a, en eflet, en me bornant à l'égalité (i)y 

et il suffit de la formule 
pour obtenir 

"X.L P J lûlT- 

%n allant de l'avant machinalement je suis donc amené & joindre 
àJ(a) 

M«)=jf_^[ p J ,e_, • 

c'est-ànlire (m'apercevant en ce moment d'une inadvertance) 

La question serait alors d'obtenir une limite supérieure-;;^ 
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ccHiime je iNrésome (rintégrale multiple lenit, je crm^ le mèillevr 
moyen d'y parvenir); mais tahs y avoir beaneonp réflécbii j'y'®" 
nonee k eause do pea d*éléganee de la valeur approchée de lôgr(a)f 
la simple formule de Stirling me paraissant bien préférable. Et cette 
question est la seule, car en appliquant à la quantité sous le signe . 
d'intégration le théorème de M. Mittag-Leffler, on voit que la 
série infinie des fractions simples est la même quel que soit n, la 
' partie entière étant un polynôme en e^ divisé par une puissance 
de (| dont l'intégration reproduit ce que j'ai tiré d'abord de ^{a)^ 

M. Pincherle m'a envoyé deux mémoires sur la théorie des frac- 
tions, continues qui avoisinent peut-être vos recherches; je vous 
les ferai parvenir si vous ne les avei pas reçus déjà de l'auteur; 
mais, devant répondre A son envoi accompagné d'une lettre bien- 
veillante, je vous renouvelle une prière que je vous ai déjà faite 
une autre fois, en vous demandant, parce que je I'm entièrement 
perdue de vue, une remarque que je vous ai écrite il y a quelques 
mois, faisant suite à mon article des Annali, et que je voudrais 
bien lui communiquer. Je vous rendrai promptement, pour peu 
que vous y teniei, la lettre contenant cette remarque maintenant 
sortie de ma mémoire, et qu'il me faudrait faire grand elTort pour 
retrouver. 

En vous exprimant, mon cher ami, l'espérance de recevoir de 
bonnes nouvelles de votre santé, et en vous priant aussi, en ma 
qualité de bisaïeul, de dire à M"^ Stieltjes que Charlotte Petit 
va bien et a été ondoyée, je vous prie de me croire toujours votre 
affectueusement dévoué. 



415. - HEMUTE A STIELTJES. 
(Carié poêiaié). 



Paris, igauJ %m^ 



L*expression de J«(a) par —^ est entièrement fautive et doit 

être remplacée par , ?','v**V*^ ^ où % est indépendant de a. 
• » a^a-t-i^...^a + Ji} * 
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Je viens de reconnaître Terreur en remarquant que 

ce qui donne, en évaluant Tintëgrale, 
i.a 



4* a(a-*-i)(a-«-a) 



L'expression de logr(a) avec le ternie complémenuire J«(a) est 
donc entièrement différente de la formule de Stirling, ce terme 
ajant pour limite zéro, quel que soit a, lorsque n croit indéfini- 
ment. 



416. - STIELTJES A HEIïMITE. 

Toalottse, 3i mai 1894* 
Cher Monsibur, 

Vous trouverez, ci-joint, la lettre du a6 janvier que vous iu*avcz 
écrite et qui est sans doute celle qui contient la remarque dont 
vous voudriez parler à M. Pincherle. Je suis un peu fatigué et peu 
propre au travail en ce moment, ce qui me contrarie beaucoup, parce 
que je suis hanté par une idée qui pourrait conduire ù une appli- 
cation^ importante des recherches sur les fractions continues que 
j'ai terminées. C'est un beau mémoire de M. Poincaré sur les 
équations diflTérentielles de la Physique mathématique (dernier 
Bulletino de Palerme) qui m'a remis sur cette voie. Depuis 
longtemps j'avais un vague sentiment que les fractions continues 
avaient (ont) un rapport avec ce sujet et devaient (doivent) inter- 
venir. A présent cela me semble très probable et, en même temps, 
bien remarquable. Il s'agit simplement de ceci : on a construit une 
certaine série F = c* 4- c, Ç H- Cj Ç« -i- c, Ç» 4- . . . avec des c* positifs 

Sill :> -fi:-, lim^^ = X (A- = 00). On sait donc seulement que la 
Ck e*.| Ck ^ ^ 
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•<«€ <it con TWff en ta eiqne la fpttctionF eiuta pour | Si< t * M<^ 

il t*agil d'étendre le domaiiie d'existenee de cette fonetion, de 
reconnattre qu'elle existe dans tout le plan et y eu méromoqfelie. 
Il suffit, dans certains cas, pour cela, delà réduire en fraction con- 
tinue 



U arrive qne la fraction continue est eonver'genie dans toui te 
plan et montre ainsi le caractère de la fonction F. Ceci n'est qu'un 
aperçu fort imparfait. 

Bfab, pour tirer cela au clair, il me faudrait encore beaucoup de 
réflexions et d'études dont je suis peu capable* Cest pour ceb 
aussi que je me résenre de vous faire part plus tard seulement des 
remarques que me suggèrent vos développements sur J(a) et 
J.(a). 

Ce que vous dites des mémoires de M. Pincherle sur les fractions 
continues excite naturellemeni beaucoup ma curiosité et vous 
me feries, en effet, un très grand plabir si vous vonlies (vondriex) 
me les faire connaître. Maintenant je dois vous parler encore d'une 
autre chose. En revenant de Paris, M. Baillaud est venu me voir et 
m'a dit que c'était l'opinion de mes amis à Paris que je ferais bien 
de présenter mon travail sur les fractions continues à l'Académie 
pour qu'on.en fasse un rapport. Je suivrti volontiers ce conseil et 
c'est ainsi que M. Baillaud doit avoir en ce moment mon manuscrit 
pour en faire faire une copie qu'il me remettra et que j'enverrai 
alors k Paris* Mais comment faut-il procéder, vous vondrex bien 
me donner votre avb sur ce point. Je vous dirai, cher Monsieur, 
que vous ne savex peut-^tre pas quelle besogne vous avei mis sur 
les bras de celui qui devra faire le rapport, je crains bien que mon 
mémoire soit (est) asses difficile à lire : c'est un morceau de logique 
assex dur. 

Veuillcx bien me croire votre affectueusement dévoué. 



Digitized by VjOOQIC 



ÙTTM kn. 4l3 

417. - STIELTJBS A HEBMiTE. 

Toulouse, 5 juin 189t. 
- Cher Monsieur, 

J'ai reçu le mémoire de M. Pincherle que vous m'avez envoyé; 
recevez tous mes remerclments, mais ce n'élait pas si pressé que 
cela. Mais je n'en parlerai pas, de ce mémoire, ayant trop de 
choses à dire. 

Hier j'ai vu M. Baillaud et il m'a dit qu'on avait copié à peu 
près la moitié de mon mémoire. (Le manuscrit se compose de 
1 13 grandes pages et je dois y ajouter une Note de 6 ou 7 pages.) 
Je vous avouerai que je me suis engagé un peu à la légère dans 
cette affaire de la présentation de ce travail à l'Académie. Lorsque 
M. Baillaud me l'a proposé aussi au nom de M. Darboux, j'ai dit 
oui, sans réfléchir beaucoup et j'en ai presque des remords. Mais 
me voilà pris dans l'engrenage et je ne peux plus reculer. Je pense 
que j'aurai la copie dans une semaine; je ferai en sorte que l'ex- 
trait pour les Comptes rendus soit (sera) pi*ét aussi alors; je pense 
donc que vous aurez le tout au plus tard le 1 5 de ce mois. J'accepte 
de tout mon cœur la Commission que vous me proposez, mais, cher 
Monsieur, si je suis flatté que vous vouliez bien me faire l'honneur 
de présenter mon travail à l'Académie, je vous dirai que la pensée 
que vous voudriez aussi vous charger de faire le rapport me fait 
beaucoup de peine. Cela ne vaut vraiment pas la peine et, si je me 
flatte que certaines parties de mon travail vous intéresseront, il 
n'en est pas ainsi pour d'autres parties, bien pénibles. 11 (igure 
dans mon théorème fondamental une fonction simplement crois- 
sante mais qui, à cela près, n'est assujettie a aucune autre condi- 
tion restrictive. Elle peut ainsi avoir des sauts brusques dans tout 
intervalle. Vous comprenez que cela doit être chose délicate, 
d'abord de définir uiie telle fonction, ensuite de montrer qu'elle 
jouit de certaines propriétés. Je crois avoir réussi à exposer ce 
sujet à peu près aussi clairement et simplement que comporte la 
nature du sujet, mais cela n'empêche pas que c'est bien dur. Et 
cependant, Monsieur, je ne serais pas mécontent d'être contrôlé 
sévèrement, car, si j'ai pleine confiance dans mon analyse, cela ne 
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se fonde que sur le tonvenir* Je me rappelle que, lorsque j*ei lédigé 
cela, je me trouvais bien, avec Fesprii laeide; j^y ai apporté on 
soin infini* L'expérience m*a appris que, dans ces conilitions, il 
m'arrive bien rarement de me tromper, Bfats à priseni je n*ai 
qu'un souvenir iris confus de cette démonstratioui et je serais 
bien embarrassé de (&) la retrouver sans mon manuscrit* Après tout, 
on est faillible et vous comprenes qu'un contrAlé n'est pas inutile. 
N'est-il pas arrivé aussi à M. Poincaré de s'être trompé d'abord sur 
quelques points lors de son mémoire couronné de Stockholm. 
Eh bien I ce métier d'éplucher ces choses délicates n'est point digne 
de vous et ne vous conrient pas. Aussi, si vous persistiei à vouloir 
vous charger du rapport, vous laisseries decAté ces points délicats; 
j'en reslerai seul responsable. Mais, Monsieur, je riens de m'aper- 
cevoir que mon mémoire doit avoir aussi certains rapports avec la 
question de Physique mathématique traitée demièreme* > par 
M. Poincaré. Dès lors je crob que mon travail peut avoir un inté- 
rêt pour lui et il me semblerait alors naturel que ce.soit lui qui fasse 
(ferait) un rapport qui du reste pourrait être bien court; après 
tout, mon travail n'a pas l'importance que vousyattachei; je crois 
que tout l'intérêt en consiste en ce que j'ai complèiemeni traité 
un sujet un peu limité. Et enfin, c'est bien ce que j'ai fait de 
mieux et je ne serai plus capable d'un tel eflbrt. C'est aussi un 
travail qui est bien conforme & mon tempérament, cela dénote une 
persévérance et une patience très grandes; ce n'est que de cette 
manière que j'arrive a faire quelque chose. 

Je vous ai dit maintenant franchement mon opinion; è vous de 
décider. Mais, je le répète, je frémis è l'idée de vous avoir donné 
(causé) tant de peine. Veuillex donc bien diminuer mes remords 
autant qu'il est possible. 

Votre bien affectueux dévoué. 

P.^S. — J'ai oublié, dans ma dernière lettre, de vous demander 
de (A) vouloir bien me restituer votre lettre de janvier. 



Digitized by VjOOQIC 



UTTRB 118. ^iS 

418. - HEBMITE A STIELTJES. 

Paris, i6 jttia 189^. 
Mon cher Ami, 

Volr€ mémoire est arrivé juste à point pour que j*aie pu le 
remettre à M. Bertrand, ce que je viens de faire il j a un moment, 
sans me réserver, parce qu'il aurait fallu trop en prendre, le temps 
nécessaire pour le lire. U m'a semblé, après j avoir réfléchi, qu'il 
convenait de le renvoyer à l'examen de la Section de Géométrie, 
au lieu seulement de quelques membres et c'est ce que j'ai 
demandé à M. Bertrand; je l'ai prié aussi de ne pas être rigou- 
reux pour le cas où l'extrait destiné aux Comptes rendus excéde- 
rait les limites réglementaires, afin de n'être pas obligé aux sup- 
pressions que vous avez indiquées comme possibles. Je n'ai pas 
besoin de vous dire avec quel plaisir j'ai lu les beaux résultats que 
vous avez donnés sur la transformée de la série c« -i- C|â? 4- Cs x*H-* • • 

par la fraction continue * % — M. Picard, qui est parti 



bxx 
I — 



btT 



depuis quelques jours se promener en Bretagne, m'avait déjà 
témoigné son grand intérêt pour vos belles recherches; aussi j'avais 
cru qu'il était bon, si occupé qu'il soit, de l'adjoindre a la Gom- 
mission, d'où, comme conséquence, la convenance de prendre en 
même temps M. Jordan, c'est-à-dire toute la Section. 
Votre relation 

d'où 

m'a fait penser à la question inverse dans le cas de- 

Diiogr(**.)-2(jir)i 

qui aurait pour objet de déduire de la série des fractions simples 
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ni^ développemeiil en finetioB continiie; j*ai va «jne vont rindi- 
ijaeM k k fin de Totre mémoire poor J(j)t mais ici le poini de 
Tne est différenU II iaut, en effet, dans h supposition que je 
fais, de X positif et très grand, nn développement de la forme 
> ■ "' — ! 7 comment Tobtenirf 



Qnand j*aiirai un pen retrouvé la faculté de travailler, je tenterai • 
la voie pénible de Fobservation, en calculant labraiettsement les_ 
premières réduites, sans confiance dans le succès, me rappelant 
que Guillaume d'Orange disait : « Je n*ai pas besoin d*espérer pour 
entreprendre, ni de réussir pour persévérer. » 

En partant de cette relation où je fais f (x)=x(jr+i)*«*(x+ii), 
& savoir 



*• (*-Hi)* (jr-K« — I)» t** (*-*•■>■ j 

Or, on a 

A «B -<- ( Af-h A|-«-. . •-!- As) 

et, par conséquent, s= o; ce qui donne 



' c^ , ^' 1 


. A. . B, . B, . . B. •- 




t«(.) « JT+I 


•••' * + » • «• ' (» + !)» •—■*■ (* + !.)•• 




je pose 






A,»JU-A. A, 


« A|— Xt, • . •• Aa^i tm glii^.!— Aip^t 




et, eo dernier lieu, 
pou aemblaUement 


A«K— «I»»*!, 


• 


B,»«.-«. 


B|«i1^— ifct, ..., Bjia«— lft««|. 




J'dl>lieiis unâ 






1 . I . 


I 
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aux ternies près, romme vous iii'a\ez rendu le -service de le 
remarquer de l'ordre ^^^; el non ^^^., » Cela étant, je développe en 

fraclion continue de la forme la fraction 

rationnelle du second membre et, |>arroi les réduites, je considrre 
spécialement celle dont le dénominateur est un polynôme de 

degré n en x. En la désipiant |Nir ^ ^ ' " ^ous voyez cju'on obtient 

D.i«gr(*) = £g-j, 

ave<' le degré d*approiiination nécessaii*e pour conclure que —. — -t 

tiré avec tant de peine, un si long détour, de la fraction rationnelle 
rencontrée par hasard, appartient bien à la fonction D^logr(^). 
Vous vous reposez, mon cher ami, d'une campagne glorieuse, 
courtmnée par le succès; moins heureux cpie vous, je suis mainte- 
nant à porter envie et jalousie aux professeurs des universités alle- 
mandes qui donnent à ieui*s élèves, heureux et reconnaissants de 
les recevoir de leurs mains. savantes, des calculs algébriques, dont 
ils lirent, en se faisant naturalistes, des observations utiles qui 
peuvent les conduire au but. Ci*s calculs, je les ferai moi-même, 
en me trompant et les recommençant, en invoquant vainement, je 
le crains bien, la devise de Guillaume d'Orange. 

Tout à vous, mou cher ami, bien alFectueuseiuent. 



419. - STiELTJES A H ERMITE. 

Toulouse, 19 juin 189t. 

ChRK MOMSIEUR, 

Mille remen*tments pour toute la peine que vous vous donnez 
pour moi; ma seule excuse c'est que voilà plus de quatre ans que 
je n'ai rien publié; pendant ce temps on me donne des prix que 
j'ai, bien peu mérités; je vous avoue que cela me pesait un peu sur 
la conscience ; et de la que je suis content d'avoir pu enfin ter- 
miner un travail qui est au moins sérieux. 

II. 37 
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Mainleiuiiil je reviens i vos cakols poor réduite en freetioa 
cootinoe D* \ogT{x) : je me sais aperça qœ j'avais obtena aalre- 
fois déjà eette fraetion eontinae; da moins je pense que celle que 
j'ai obtenue doit être û/emiique i la vAtre (sans en être absolument ' 
sûr). Voici mon calcul. 

Je pars de la formule de Stirling, • 



legr( jr) « (* - lyiog* - jr -f. C ^ J 



d'où 

D«iogr(»)« JL ^ • ^ 5 « 5.^ ^ « 5 ^..... 

• ' jp ajr« j* *• jp' *• 

Si maintenant on réduit cette série en fraetion continue de.k 
forme -: • on obtient (sous une forme très 

lëgèrenent modifiée), 

D«lo|{r{»)= ! ^ 



,-1-K S! j- 



OÙ 

Vous vèjes qu'il j a lieu de remplace x par 4P -h - et d'écrire 

i>«logrf4P-i-Mai:jp-4-X|:jr-«-X«:jr-r-l,:^-«..... 
Cette fraction continue est eonvergenie et représente 

tant que la partie réelle de x est pasiiive. 

La prévision d'obtenir une représentation dans tout le pian ne 
se vérifie, donc pas; si l'on change jr en — jr, k fraction contmue 
change de signe, mais cela n'est pas le cas pour 



D« 



iogr(x^î)* 
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La série a^ymptotiqiie 

p.,.,r(,.0-'-(-;)5*^-i)5-(-i)S 

! ' présente le même phénomène, maî.H elle n^esi peu convergente^ 

^' \ landîs que la fraction continue Test. 

J'ai obtenu ce résultat dans le Quar ter ly Jour na lof Mathematics 

(t. XXIV, i8{)o, p. 370 etsuiv.). Ne sachant pas que ce journal 

ne donne pas a5 exemplaii*es gratuits, je n'en avais point demandé 

^ et c'est ainsi que je n'ai pu vous présenter ce travail. A cette 

époque^ je cherchais des exemples pour ma tliéorie. 

On autre résultat de même nature que j'ai donné dans ce travail est 



4r.2 



*^- — 2i- 



»+ — 2i 



«■+- 



Ji. 



q^^ n«<A-Hi)«:(4AH-a); 
le développement asymptfitique est ici 

/iB, 5Bt 7B, 9»*^ \ 

\ X jr* X* Jt' / 

I^ fraction continue est convergente et représente le premier 
membre, ttiujours sous la condition partie réelle x>o. 

D'une façon analogue on peut réduire en fraction continue la 
série de Stirling même; la fraction continue obtenue est encore 
convergente sous les mêmes conditions, mais dans ce cas les coef- 
ficients numériques suivent une loi e\ti*êmcment compliquée qu'il 
semble à peu près impossible de débrouiller. Quoi qu'il en soit je 
suis heureux de ce rapprochement entre vos idées et les miennes. 

Je suis si peu au courant de ce qui se passe dans le monde de la 
science que c'est seulement ces jours-ci que j'ai vu dans les 
Comptes rendus la belle Note que M. Picard y a publiée, il y a 

quelques mois, sur l'équation -^ -4- k\(x)y =0 et le calcul des 

valeurs exceptionnelles de k. Je comprends maintenant à mer- 
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veille que mon travail rinléresse un peu, ear il femble bien qu'il 
j a des rapprochements i faire* Si j*ëtais plus yaillanl, je réflé- 
chirais sur ces questions, mais je ne le suis pas et je me trouve 
suffisamment occupé par des choses très élémentaires et faciles 
pour les étudiants. 

Veuilles bien me croire toujoim votre très aflectueusement 
dévoué. 

4M. - BEBMiTE A STfELTJES. 

Fsrit. S JaUWt itsi. 
Mon CRBE Ami, 

Je vous ai souvent annoncé que j*étais sur le point de partir de 
Paris et, malgré moi, j'étais obligé d'y rester. Cette fois tous les 
obstacles sont écartés et, dans quelques joun, je serai en Lorraine 
(i Flanville, par Noiseville) oà je viens vous prier de me donner 
de vos nouvelles. Depuis quelque temps vous ne m'aves rien dit 
de votre santé et je me demande comment vous supportes la chaleur 
qui doit être plus grande encore â Toulouse qu'à Paris où elle est 
parfois bien pénible. 

Vous aves acquis des droits â vous reposer et j'espère que vous 
en uses; de loin je vous donnerai l'exemple sans avoir rien fait, 
rien produit qui m'y autorise et ep ne pouvant m'autoriser que de 
la fatigue et de l'Age. J'ai lu avec admiration, dans le Quarterty 
Journai, votre article sur quelques intégrales définies et leur dé- 
veloppement en fractions continues. Votre résultat donne le moyen 
de calculer la réduite de la fraction rationnelle à laquelle j'ai été 
conduit et rend ma recherche entièrement inutile. Mais je trouve 
bien curieux que sou^ des points de vue si différents nous ayons 
été à la fois amenés a une même quantité D^ logr(x) et D^ logr(jr )• 
Un moi seulement sur ce point. En faisant^ (âr) 3= jr(x -h i).«.(x + /i), 
je pose 

1 _ At ^ A, A^ 

B, B, B, 

^ Jr* ^ {T-^tf ^••••^ (x-Hit)» 
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et je disiiingue deux cas, suivant que n est pair ou impair. Le 
changement de jr en — n — x donne dans le premier 

A#«A|9./, B#««»B«^, G/nC||-/. 

Mais on a dans le second cas 

A/M — A„-/» B/ « Bu./, G/ m — Ci,-#. 

Cela p<isë, soit 

A#^«Vf— G, A|aXt^-Vff At» fiA»!"* i^it •••f A(t« — «A»», 

et pareillement 

B«e»)lk«— H, B,- m.,— HJ*.. B,^iiU,-iH,„ ..., B»=s-irti*, 
Gt=:S^-K, C|«C,-S., C=i3,-ai, ..., G^ = -e,., 

on aura 

A» -♦- A I -H • • , -4- An =a — G, 

B.H-B,-H...-^B„ = ~ H, 
G, -♦- G, H-. . .-H C« » — K. 

De ces trois constantes, la première est toujours nulle comme 

représentant le résidu intégral de -ç- — -; des deux autres, c*est la 

seconde H dans le premier cas, et la troisième k dans le second 
cas qui est également nulle. 

Ayant donc toujours, en vertu des égalités posées, 



1 


- 


±1 

T 


-H 






-♦- 




-4- 


1*1 




(J--HI>« 




-K 


^1 


-♦- 


Si 




(a--^i)« 



X-+- /l — I 



on obtient, pour n pair, Tapproxiniation de D^logr(x)et pour 
n impair celle de D* logr(x) par une fraction rationnelle explii^ite. 
Tout cela est bien facile; peut-être eu ferai-je une Note pour 

quelque Recueil afin d^avoir Toccasion de citer vos résultats, 

quand j'aurai retrouvé l'activité qui me fait maintenant si complè- 
tement défaut. 

Je ne puis vous dire i quel point j'ai été atterré de l'assassinat du 
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P^nésidenl, à Ljon. Pires .de nos fcnéCies passail dimaiiclie le n»* 
goifique el doaloareax cortège des fanënilles et en ne rappekal 
>que, TaDnée dernière, c'était rëmeute et les charges de cavalerie 
que npos j vojions ensemble, je me sentais entièrement désespéré, 
l'avais examiné M. Camot en 1857 pour l'admission i l'École Po- 
lytechnique; peut-être en avaitril gardé souvenir, mais je n'ai 
jamais eu avec lui de rapports personnels, ajant toujours décliné 
les invitations i l'Éljsée. Sa niort tragique ne m'en a pas moins 
«t impressionné comme un malheur qui m'aurait atteint, et j'j songe 
toujours. 

\ vec l'espérance de recevoir de bonnes nouvelles de votre santé, 
comme je les désire, et en vous priant, mon cher ami, de me 
croire toujours votre bien aflectueusement dévoué. 



4Si. — HEMMtTE A STIELTJES. 

nattville fÊT NoÎMCvillc (Lwtsiaa)» s8 soèt iSst* 

Mon cnna Ami, 

Je souhaite bien vivement que vos vacances se soient passées 
plus favorablement que les miennes, jamais je ne nie suis senti 
plus incapable d'un eflbrt quelconque de travail, avec un plus 
profond et plus intime sentiment d'indiflTérence mathématique. 

Nous avons eu un temps extrêmement mauvais avec des alter> 
natives de chaleur étouflante et de froid assex intense pour faire 
songer â allumer le calorifère ; mais que ce soit le soleil ou la pluie, 
je n'en fSûs ni plus ni moins, et je ne sais plus quand mon état 
changera en un antre meilleur. 

Permettea-moi de vous demander comment vous vous trouves, 
pour votre santé, du séjour des Pyrénées 

Je ne désire rien tant et rien ne me fera plus de plaisir que vous 
me fassies honte de ma torpeur et de mon aflaissement, qui me 
portent à voir toutes les choses sous le côté le plus triste et re- 
noncer à tout travail. 
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Ne penftex pRS cependant que mes «cnliinenis changent et 
rrojez-inoî toujoum votre bien (unc(>rcinenl et afrectueuseineat 
dévoué. • 



422. - STtELTJES A HKBMiTE. 

ToiilouM, i5 septembre i8(|4* 

ChRR MoMHiRtR, 

Noutf avons bien fait de quitter Cadéac à temps; j^ai lu dans les 
journaux que 3 jours après notre départ il est tombé beaucoup de 
neige dans les montagnes et la température est tombée! à -4- 4** • 
huchon qui n'est pas si haut que Cadéac. I^e temps ici n'est que 
passable ; je ne fais pas grand'chose et les collègues ne sont pas 
rentrés encore. Je n'ai pas encore commencé à préparer mon cours, 
désirant d'abord parler de ces choses avec mou ami Cosserat (|ui 
m'a remplacé l'année dernii^re. En attendant, et pour commencer, 
je fais quelques calculs, mais c'est presque des enfantillages. 
Cependant je vous en parlerai un peu, dans Tespoir que cela 
pourra vous faire plaisir et vous amènera reprendre aussi la plume. « 

Je me suis proposé de calculer le déterminant 



(mn) = 






Je remarque d^atnird qu'il suffit de considén;r (o, /i) car en divisant 

m. m 

la premirn; ligne f*t la premirre colonne par x ' , la seconde ligne 
et la seconde colonne par a? ' , la troisième ligne et la troi- 

IIWll lW4'ti 

sième coloone pur x ' , ..., la /!**"*« ligne et la n*^*^* colonne par 
X ' on obtient la relation 

(a) (m, II) «s ;r«"*»*»^««-«»(o, n), 

en particulier 

(?) (1, n)«ijr*«No, «). 
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Quant i k valeur de (o, m) le calcul doniie • 

^- ^ K 3)-4P««(**-i)«(jr»-i), 

(•. 4)« jp»*(jrt-i>»(jr»^i>i(#*i-i), 

^on aurait par inductioa 
(Y) (o. ii)»d;;>«»-«''(jrt-.|)**«(4r«^l)^(»«-|)^...(4rt^-.||i. 

Si cela est euict| (o, n -H i) serait divisiMe par (o, m) et Ton auiuit 
(J) ' (a, ii-i-i>«4r*^<i--jrt)(i-jr-*)..,(i— *-••)(•.<•)• 

Il est ckir que pour vérifier (y) il suffit dVtablir cette rela- 
tion (S)y ce qui est facile, comme vous ailes voir. Je ferai les calculs 
dans le cas n = 3 pour abréger récriture. 

Opérations : 



Maltiplier 3* 



(0.4) 



par #• et letraaclMr de b 4* 
Jr ■ a» 

** jrW JPM 4P»« 



Après première opération : 



K4)« 






Après deuxième opération 



(o,4)« 



I ^ 

T Jf^ 



j*(i--jr-«) ,4P««(i — jr-«) 
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\pn*s Iroisioine opération : 



4^5 



(o.4)^ 



I o o o 



Cela revient donc à 

Or, d'après» 1?)» ' 

donc, etr. 

D'après les formules i^énérales pour la rëduclion en fractions 
continues d'une série, on peut conclure que la série > 

« . «■ *» «* 

peut se transformer en fractions continues 



<itj- 



«1- 



a%z- 



«* 



avec 



C'est, je crois« a rapprocher de certaines formules d'Eisenstein, 
mais je n'ai pas le \olume sous la main. 

Kn es[>érant d'a\oir de bonnes nouvelles de votre santé, croyei- . 
moi toujours votre allectueusement dévoué* 



488. ^ HKHMITE A STŒLTJES. 

KbiivHIr, ai scpU^mbrR 189.}. 
MoBi CHER Ami, 

Vous me demandez de reprendre la plume ; je le fais bien volon- 
tiers et avec grand empressement pour \ous féliciter de votre calcul 
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do dëleniiiiuii&i(iN, i») qui m*a extré" jmenl plu, CeA «b MMveaa 
fmil de v«m recherches sor la théorie des fractions coDtinnes qai 
estf en même temps, Twie des applications les pins intéressantes 
qui aient été données de la théorie des déterminants et que les 
auteurs devraient mettre dans lenrs Traités s'ils avaient souci des 
|Nrogrès de la Science. Je me souviens parfaitement du travail 
d'Eîsenstein dont j'aimais et j'étudiais les recherches comme les 
vAtresetavec qui vous vous seres rencontré. Mais vous puisexâ 
une source plus féconde en obtenant les résultats comme consé- 
quences de votre formule générale pour la transformation en frac- 
tion continue d'une série quelconque qui est, ainsi que vous l'aves 
montré, d!une importance fondamentale en .4.nalyse. Mais, pendant 
que vous travailles avec succès et avec bonheur, je reste inerte et 
stérile, je ne fais rien que rêvasser le plus souvent avec tristesse, 
et ce n'est que rarement et distraitement que j'entrevois, sans y 
songer sérieusement, quelque calcul. Ce n'est pas la peine de vous 
dire que l'on a 

Vous ne pouves pas non plus |M«ndre grand intérêt k des rela- 
tions entre les nombres de Bemoolli que Malmsten donne au 
début de son Mémoire sur k formule sommatoire d'Eulér, i savoir 

(SM - 1), «B« — (SM — lia a« Y "^ (^'^"''^•^^T "** * * 

m ^ ' -m 

M. Mansion m'aji^nt demandé un article pour le Gingrès cathc^ 
lique de Bruxelles, il a fallu m'exécuter, et j'ai donné dans ledit 
article une démonstration algébrique des relations 'que Malmsten 
obtient par la %oie du calcul intégral. Je vous l'épargne; je vous 
fais grAce de mon incursion dans les formes symboliques des 
nombres de Bernoulli; je me contente de vous dire qu'il j a deux 
expressions de cette nature : Tune qui a été considérée par Lucas, 
par M. Cesàro dans les Comptes rendus et le Journal de M. Brisse, 



^ 
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\v 



consiste à po»er 
a\ec les conventions 



IJITTRB i2i. 4^7 






ou ainsi, l'égalité 

I^ seconde repn*?}eiitMtion K\>l>tient en posant 

-— =(— i)'"X«'"-» ei X««Œo; 
de cette manière on a 

( X -h I >W — X*» SB '— f • . . • 

rt-hl 

\vant mon départ pour la Lorraine, votre Mémoire sur la théorie 
des fractions continues a été remis aux autres membres de la Sec- 
lion de Géométrie. J^ai demandé, en pensant que ce serait au 
mieux de vos int«*réts, que M. Poîncaré fasse le rapport. Je serai 
à la lin de la semaine prochaine de retour à Paris et je n/occuperui 
activement de ce qui vous concerne afin que vous ajes à attendre 
la conclusion le moins possible. 

Avec tous mes vu'ux, mon cher ami, pour votre santé et en vous 
priant de croire toujours a mes sentiments de la plus sincère afi*ec* 
tion. 

484. — HEB.MITE A STIELTJES. 

Paris, 6 oclobre 1894* 
MoM CHER Ami, 

J'avais compté, en revenant à Paris, y trouver les membres de 
la section de Géométrie chargés de Texamen de votre Mémoire sur 
la théorie des fractions continues; mais tous sont encore absents 
sauf Picard et moi. Toutefois, je puis vous informer que votre ma- 
nuscrit, après avoir été envoyé à M. Camille Jordan, est actuelle- 
ment entre les mains de M. Darboux qu'un malheur de famille, 
la mort de son gendre enlevé par une congestion, vient d*obliger 
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de partir pour Ntmes^ de sorte que je dois attendre soa reUNur 
pour lui en parier. 

Après avoir perdu toutes mes vacances et sans me remettre encore 
i un travail un peu sérieux^ j*ai songé pendant ces derniers jours 
àiar quantité log[r(a -h () T{a -f- 1 ~ ()], dont je me suis occupé 
il j a quelque temps, et j*ai remarqué qu*on peut la traiter beau- 
coup plus simplement que je ne Tai fait dans mon article des Ma- 
themaiùchen Annaten. Voici de quelle manière je procède* Je 
pars de la relation suivante, où je suppose que F(x) satisfait â la 
relation F(jr) = F(i — x), i savoir : 

On a, en effet, 

J 9M(M)u^iW(\)^J Fir)élxf 
puis 



f ¥(x)d9^J^^ ¥(T)d^^J r{9)d9^J\iw}éM^ 



sous h condition admise, ce qui donne, en ajoutant, Tégalité 
annoncée. 

Cela posé, soit 

F(4r>«l6g[r(«-HJr>ri«-4-i-.jr)|. 
on aura 



/ '<'> 



é<r»aJ, 



J désignant Tintégrale de Aaabe, et, en posant 
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nous trouvons, après avoir divisé par a, 
Le calcul de J{a) est bien facile; de la formule 

on conclut d^abord 

(B) D^l\ogr(a^x)V(a^t^T)]^J ^ J_, ^ dy. 

Nous avons ensuite 

«/» \^ y I y 

ce qui permet ilVcrire l'expression de la première intégrale 

l xY\x) dx. Changeant Ç en 1 — S dans ces égalités, on en con- 

clinra la seconde et, si Ton ajoute membre à membre, on obtient 
immédiatement 

CVst la formule de mon article dont j'ai fait le développement 
en série suivant les puissances descendantes de a. Je remarque- 

M 
encore que l'égalité (A) montre qu'on a J(a)= — « où M est 

contenu entre des limites finies qui sont indépendantes de a. G>n« 
sidérant à cet elTet l'équation (B) et écrivons 



€'/—«»« 



-.r ;'-i)>_r('-î)^ 
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* si fou développe en fériet oo avni * 

la fonclioB ^ (x) ëtani, pour toute valear de/*, poiicive et, li Vom svp- 
poie o < jr < I , moindre que ranilé ; de plus on a f(jr) =s f ( I — x)« 
Nous avons, par conséquent, 

et ent nite 



- ce 4|aî met en évideBee le résaltat annoBeé. Pbwr l'obtenir m 
^ une fonne plus explicîte, aoil > 

le ehangeiMBt de « ea I — «donnera 
M -y (jr-i)t««~i)t(»)4» 

On aura donc, en ajoutant aMudiie i BMndiie, 

all-y*(«*-iï»t(»)ilr 
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ei encore 



• '« 
de sorte que a M est compris entre 

Inutile de vous dire cominenl, dans le cas de Ç = o, la valeur de 

J{a) se ramène à / (a? — x^)D^logV{a -h :c)dx en intégrant 

par partie; mais je confesse que simplifier n*est pas découvrir; 
ielam imltelley sine ictu. 

J'attends, mon cher ami, de vos nouvelles en vous priant de 
croire toujours à mes sentiments de la meilleure afTection. 

426. — HERMITE A STtELTJES. 

Paris, 17 octobre 1894. 
Mon chkr Ami, 

. Le rapport de Poinraré sur votre Mémoire a été lu dans la 
séance de lundi dernier à TAcadémie et vous le verres dans le 
prochain numéro des Comptes rendus* J'ai laissé aller les choses 
connue vous le demandiex; elles ont suivi leur cours sans que j'aie 
rien fait, ni pu rien faire alors que je l'aurais voulu, et pour le 
mieux, puisque votre travail va être immédiatement publié. Il 
n'est pas impossible, qu'après vous, je vienne ajouter aux ^nnates 
un contingent beaucoup moins important que le vôtre, qiii serait, 
comme précédemment, la reproduction d'un article qui m'a été 
demandé par M. Lierch pour Prague. J'avais fait à Flanville, tout 
en paressant extrêmement, un article sur les nombres de Ber- 
noulli, à la requête de M. Mansion, pour le Congrès catholique 
de Bruxelles et je pensais ne -plus m'en occuper, lorsque j'ai vu 
dans un Mémoire de la Société des Sciences de Bohême une rela- 
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tion qui m'a inléressé. M. Fniu Rofel, dans un Iniirail inlitiilé 
TrigonameiriMehe Eniwieklungen^ trouve les ëgalitët suivanfes 

Z(— i)^«a«'«»rBM« j-i (r«i, a, 3, ...^ 
en supposant n ^ a, niod49 puis 

dans le cas de M ^ o niod4 et, en note, il dit que ces i^ésultaU ont 
ëlé aussi obtenus, par une autre voie, psir M. J.-^* Kaptejm et 
M. W» kaptejn dans un Mémoire des Siisungêb. de TAcadémie des 
Sciences -de Vienne intitulé Die héherem Sinêu. Tout cela est écrit 
en allemand et je n*j pourrais rien voir, n'ajant pas, comme vcnis, 
la connaissance de la langue. Mais, autant que j>n pui^i juger par 
le Mémoire, que j*ai sous les jeux, de M« Frans Rogd, le chemin 
n^est pas commode â suivre pour j parvenir, 11 est cependant fort 
curieux qu'il existe une relation de récurrence, pennetlant de 
calculer séparément les nombres de Bemoulli d'indices pairs et 
d^iodices impairs. Ma curiosité mise en éveil, je suis quelque peu 
sorti de torpeur et, non sans mal, j'en ai fait une démonstration 
qui sera l'objet de mon article. Vous saves que B|, Bt, ... sont 
définis par l'égalité suivante 

jr jr B|jr« B,jr* 



e» — I a i.a i.a.3.4 *"' 

de sorte que les relations entre les nombres de Bemoulli pro- 
viennent de l'identité qu'on forme en multipliant k série du second 
memb^e par e* — i . Cela étant, j'ai remarqué que le produit pare* — i 

d'une série quelconque ^-h -^ -i- -^ -h . . . -| * h- . • 

I i*s i.a...M 

donne pour le coefficient de x^ une fonction linéaire de ^, X«, 
^f • • • 9 Xi.i^ En remplaçant Xi pigr X'', ou aiira donc un polynôme 
en Ti du degl^ n -^ i , qu'il est aisé il'obtèiiir puisqu'il est repré- 
senté par (e* — i)e^f ou bien e^+«»' — e^; il a ainsi pour expres- 
sion '^' ^ — • Inversement, on en conclut k fonction linéaire 
par le ciiangement de V en A/, ce qui se fera dans la question 
proposée en posant )l« = — 1 , X««^« = o, X^=: (— 1)«-« Bi. 
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L'idcntiuS (i) nous donne donc sous forme symbolique 
(X-hi)»— X»—o, 
sauf pour /i = i , où le second membre est Tunitë et l'on en conclut 

I ^ . /t -4- Us B| — /t4 Bt -i- . . . — ( — I y /l|/ D/ a O, 

en posant pour le dernier terme »< = /t — a ou a< = /i — - 1 suivant 
que n est pair ou impair. 

Apres avoir battu l'estrade de tous les cotés, j'ai vu enfin que 
les relations de M. Franz Rogel se tirent de l'équation ( i ) en y 
remplaçant simplement j; par (i + i)^* On a ainsi 

OU bien 

(i-4-iVe-* , 

puis, en chassant le dénominateur, 

(l -+- i)x e-'a t^K\-^)X-¥t\x ^ ^\K\-¥t)X^\\x^ 

d'où, symboliquement, 

(_,)«-! (i ^- i)n a [(i H- *)X ^ »]«— l(i -♦- i)\ — i]". 

Pour n impair, cette égalité renferme tous les nombres de 
Bemoulli ; mais, si l'on suppose n ^ o mod4, elle devient 

(I ^ i)n = [i — (I -♦- OX]"— [i 4- (I — i)X]» 
et ne contient plus que B|, U,, B», .... Pour /i ^ a on a 

(.H.0na[l-(l4.»)X]«H-[l-(l-l)X]«. 

avec Bs, B|, B«, • • . . 

Je m'abstiens, mon cher ami, de vous faire part, de crainte de 
vous mécontenter et de vous contrarier, de tout ce qu'on a dit de 
vous à l'occasion du rapport sur voire iMémoire; mais c'est avec 
l'espoir que vous ne le lirez pas sans un peu de satisfaction que je 
vous renouvelle l'assurance de toute mon affection. 

/'•-•S'. — - J'ai aussi et sans succès tenté une recherche sur 
l'équation de Kepler; j'ai dû abandonner la question, n'ayant rien 
trouvé. 

IL 98 
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429. — STŒITJES A HBRMiTE. 

^'^' Tovltwe, iS ociohn it|(. 

"'' Chu IfoHsiBra, 

Cest hier que j*ai lu le nfipari de M. Poinearé sur non tnivaii 
.et je ne dois pss vous laisser ignorer plus longtemps qu'il ni*a 
eausé un grand plaisir et que j'en ai été fort content. Bien que Je 
ne pense pas avoir mérité tant de louanges et de récompenses^ 
j'espère pourtant que la somme de labeur dépensé aura la vertu de 
donner quelque valeur à mon travafl; c'est, du reste, tout ce dont 
' jo suis capable et il me semble encore à moi-même un petit mi- 
racle que j'aie pu le lerminer dans les circonstances peu favorables 
où je me trouve* 

Les MM. J.-C et W. Kaptejn dont vous parles dans votre 
lettre sont des frères et des Hollandais. Le premier, que j'ai connu 
à I>ejde, est professeur d'Astronomie à Groningue et s'occupe acti- 
vement de la carte du Ciel. 11 est venu souvent à Paris et M. Tisse- 
rand doit le connaître sans doute. Son frère, que je ne connais 
pas, est professeur de Mathématiques à Utrecht. Je me réjouis 
d'apprendre que nous aurons de nouveau un article de vous pour 
nos Annales, J'ai tenté d'arriver à ces relations entre les nombres 
de 3emouIli par une autre méthode; mais, quoique j'aie réussi, 
cela s'est montré plus difficile que je ne croyais. En tout cas, il ne 
vaut pas la peine d'en parler, parce que les calculs sont plus pé- 
nibles que les vAtres. 

J'ai préparé un peu mes premières leçons; mais je me sens ces 
jours-ci peut-être plus fatigué que de-coutume et je m'abstiens de 
tout effort, voyant bien que j'aurai bientôt besoin de toute mon 
énergie pour laire mes leçons. 

Voici une conséquence de ma théorie des fractions continues. . 
Soit Ij 

F= î r 



ll|S- 



o^-*. 



«s-»-»-.. 

•» 

je considère seulement le cas oà la fraction continue est eonçer-^ 
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génie, c'est^-dire San = oo. Alors 

^(a) ëlani une certaine fonction croissante. Mais il e^t clair qu*on 
peut écrire F = ,, ' g , > où Fi = ! " c'est-&- 

a^'\ 

dire F| est une fonction de même nature que F et par conséquent 

On a donc cette relation 

Quelle est la relation entre ^ et 0| et comment établir directe- 
ment cette formule au moyen des principes généraux de la théorie 
des fonctions. Cela ne parait pas bien commode. 

Veuillez bien me croire toujours votre très alFectucusement 
dévoué. 

487. — HERMiTE A STŒLTJES. 

Paris, a5 octobre iHg.). 
MoiN Cher A.mi, 

Ce m'est une vive satisfaction de savoir que le Rapport de 
Poincaré vous a contenté, et que vous vous trouvez ainsi récom- 
pensé des grands eflTorts de travail que vous a coûtés votre Mé- 

« moire sur les fractions continues. Mais je regrette bien que vous 
soyez en ce moment dans une disposition peu favorable et je sou- 

- liaitcrais extrêmement que vous puissiez être dispensé de votre 
' C<)urs en réchangeant contre un autre genre de devoirs et d'oc- 

' Gupations qui ne vous obligerait pas à parler. J'en ai entendu ex- 
primer, par plusieurs de vos amis, le désir, et je ne suis pas 
■sans espoir, qu'il pourra, dans ce but, vous être fait quelques pro- 
positions pouvant vous convenir. Quel que soit l'intérêt que j'at- 
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tache à renseignement, €t j*j mets one grande importance puisque 
Je prends toute la peine possible pour apprendre aux élèves de 
l'École Normale vos découvertes sur logr(a), la coupure le long 
des. abscisses négatives, etc., je préfère encore votre bien-^lie et, 
permettes-moi de vous le dire, les productions de votre génie 
mathématique. Mais ne vous occupei de rien, ne vous préoccupes 
pas et laissez faire. 

Les frères Kaptejn et M. Frans Rogel m'ont stimulé et donné 
de l'éperon avec leurs relations entre les nombres de Bemoulli, 
et j'étais sur le point de rédiger un article sur ces questions, 
lorsque j'ai reconnu une erreur dans l'une des égalités données par 
M. Frans Rogel dans son Mémoire; c'est la suivante : 

20 <^ ï *•-»■— I „ I a» 

^ ' n — r-4-i '^ , a n-hi 

où l'on doit faire a ^ i mod 4eirssz%^6j lo, . • .. Soit ii =5 5, on 
aura la seule valeur r = a, d'où * 

ce qui est archi*faux. L'obligation de relever une inexactitude me 
gène, et j'attendrai en avoir fait avertir l'auteur par M. Edouard 
Wejr. En attendant, voici encore une remarque : j'ai vu qu'en 
remplaçant j; par j;(i-|-f), comme je vous l'ai dit, on pourrait 
considérer au lieu de i une quantité indéterminée quelconque (; 
ce n'est pas un grand trait de lumière, c'est même bien terre à 
terre ; néanmoins j'en ai tiré quelques résultats. J'obtiens ainsi : 

7^ «iii(i-i-{»^«)(a«-i)B,-.ii,(i-{)Mi-*« {-•)(**-!) ^ 



Ml H. î^)(a«- i)B.-. Mi-- î) 



%i JV/^ '^ "^^^ "^ g^)(«'- OB»- Mi-^ {y (t -I- 1^-^)(>*- ») B« 



et, en6n, 

-m(i-l)»0-î-*)B, 

+ «.(i-l)«(i-{-«)B, 
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De là se lirenl les relations nouvelles entre les nombres de Ber^ 
noullî, rrindices pairs et d^imlices impairs, et il suffit de faire 
i = i en supposant n impair dans la première ôgalité et n pair 
dans les deux autres. Mais je suis tout surpris de l'arrivée de 
Tindëtcrminée Ç, et une fois de plus je remarque qu'en Analyse 
nous sommes moins maîtres que serviteurs, et qu'il faut bien nous 
laisser mener, conduire et obéir u une puissance qui s'impose 
et nous domine. 

En vous annonçant, ainsi qu'à Madame Stieltjes, le prochain 
mariage de Madeleine Forestier, ma petile-fille, avec M, Alfred 
Thomas, ingénieur civil, et vous priant, mon cher ami, de croire 
toujours à mon aflection ha plus dévouée. 



4»8. — STIELTJES A HERMITE. 

Toulouse, 36 octobre 189}. 
Cher Monsieur, 

Veuille/. l)ien accepter, avec M"** Ilermitc, nos très sincères féli- 
citations à l'occasion du prochain mariage de votre petite-fille 
M''* Forestier. Ma femme me dit qu'elle se rappelle bien que 
M"** Hennile lui a montré son portrait ainsi que celui de sa sœur 
qui s'est mariée l'année dernière. 

A l'occasion de vos relations entre les nombres de Bemoulli je 
vous ferai une rcmai*c|uc qui m'est venue bien natiircllemeRt après 
mes tentatives pour arriver aux formules de votre avant-dernière 
lettre et dont j'ai dit un mot. Je rappelle la formule d'Euler et de 
de Mac-Laurin . 

V(')«/(*-HA)-/(ar)-Jr/'(*^A)-/'(*)] 
qui est une simple identité daiîs le cas où f{x) est un poljmome. 
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En posant «+ A as 6, «=: a, je préfère l'écrite 

Pour /(«) as «", 6 as I » a :a £, e'est votre troisième forarale. 
Les deux antres sont comprises dans la formule de Boole 

en praumi 6 ss i , a ss (, pais /(x) =s jr* oo /(j?) = Ji«***. 

NatofeUemeiiti vous aves démontré par Votre analyse ees for- 
mules d'EoIer et de Boole, en tant qu'elles s'appliquent aux poly- 
nômes. Car pour eela il suffit de les établir dans le eas de 
f(x)=sx^^ à eause qu'elles sont linéaires en/ et ses dérivées. 
Mais ee« remarques vous les avei peut-être déjà faites aussi. Tout 
doucement, je travaille un peu; ce sont toujours les calcub à faire 
qui m'eflrayent le plus. Certainement, dans nos recherches, nous 
ne saurions fixer toujours d'avance le but à atteindre; on cherche, 
mais on ne sait pas d'avance ce qu'on trouvera, et parfois on est 
jelé ainsi sur des routes toutes imprévues. C'est, je crois, aussi 
l'utilité des recherches sur des fonctions particulières de nous 
montrer le but à atteindre dans les recherches plus générales. En 
se laissant guider par l'imagination seule pour édifier des théories 
générales, on risque fort de rencontrer des théories stériles et 
inutiles. L'Analyse a ses secrets propres qui ne se laissent point 
deviner, mais qu'il faut découvrir par une étude patiente. Mais 
voilà des réflexions qui vous paraîtront un peu banales; veuillei 
bien me croire votre très afl*ectueusement dévoué. 
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439. - STiELTJES A HERHITE. 

Toulouse, 8 novembre i8«>{. 
Cher Monsieur, 

Vous savez qu'une seconde solution de l'ëqualion dilTérentielic 
à laquelle salisfait le polynôme X« est donnée par l'intëgrale de 
Neumann 

Donc 

où £11(2) est un polynôme du degré n + 1 en z. 

Soit X un point quelconque du plan; cntourons-le d*un cercle C 
de rayon suffisamment grand |>our que, sur C, le développement (1) 
soit convergent) on trouTera 

(a) «•(')- rbX(5-=^^W)- 

En eflTct, on n*a qu'à calculer un résidu en multipliant les doux 
séries (1) et 

I I jf a»* 

a= - -4- -j ^ -- 4-.... 

Je remarque maintenant qu'on conclut de la formule de Noi:- 
mann la suivante : 

En elTct, 

Cela étant, je multiplie la formule (a) par x*\)idx et j'intègre 
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entre les liniles — i et + 1 ; il. vient 

^ - - 

'' En effet, le second memlwe devient 






Le pcdjnome ^ {x) wt trouve détemûné (à «n fiieleiir eoBsUat 
près) par les relations (3) et l'on a 



s: 



^*'v,(»)X.B,(jp)i 



V« étant nn poljnome quelconque de d^;ré n. 

En prenant Vj^(âp) s= X*, on voit queFéquation ES«(4r)= oa au 
moins une racine entre — i et + 1. Hais je dois vous dite que 
j*ai entrepris cette recherche en vue de démontrer les théorèmes 
suivants : 

I. Le% raeineê de régêtaiiom E«(âp)sso joui réeUes, imigates, 
comprises entre -* i e I + i • 

Il« Ces racines sont séparées par celles de Inéquation 
X. = o. 

Le théorème I est un cas particulier d'un théorème beaucoup 
plus général auquel j'ai été conduit par la considération de Tinté- 

gnde r ^2, ^'^'^ '^ ^^ ^^ f{^) D^^tpltts assujettie à la con- 
dition de rester positive. Quoique je n'aie pas obtenu encore une 
démonstration, il ne me reste guère de~ doute sur l'eiactitude de 
mon théorème. J'ai aussi de très bonnes raisons de croire à l'exac- 
titude du théorème II, mais ici cependant je serai un peu moins 
affirmatif. 

On pourrait déterminer ^(x) encore de la manière suivante. 
On détermine les rapports des a + 1 constante «, p, • • ., X par la 
condition que 
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soit divisible par Xm ; alors £« est le quotient de celte expression 
imrXff. 

Mais il paraît bien qii^il faudra encore beaucoup approfondir 
ce sujet pour arriver à la démonstration des théorèmes I et II : 



'='=<=('-t;— 7^-)- 



lUcincft de K4 v o. Uactiics de X| so. 

-f- 0,976 

-+- o.ftji 

o 



+ 0,861 
-+- 0,3 îo 
— o,3.{o 



— 0,976 ' 

Vous devez connaître certainement les propositions qui mo 
seraient faites pour me charger d'autre chose que mon Cours. J'ai 
parlé aujourd'hui a M. Baillaud de ce calcul des petites planètes 
découvertes en France; il me semble bien que, pour le moment, le 
plus utile serait de faire un petit livre avec des instructions détail- 
lées pour les calculateurs encore peu exercés. 

En espérant, cher Monsieur, que cette lettre vous trouve en 
bonne santé, veuillez me croire votre affectueusement dévoué. 



430. — HERMtTE A STJELTJES. 

Paris, 10 novembre i89{. 
Mon Cher Ami, 

Je suis véritablement ravi du poljnome En et des belles pro- 
priétés que vous avez découvertes. Après la proposition fonda- 
mentale 



n'avez-vous pas songé à former une équation différentielle propre 
a le définir? Je ne puis douter, d'après les résultats déjà obtenus, 
qu'ils n'aient quelque signification im|)ortante; j'y penserai, mais 
c'est sur vous qu'il faut entièrement compter pour la découvrir. 
Ne m'en voulez pas d'avoir mis à profit votre dernière lettre et 
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les conséquences que vous lires des formnles d*Eider et de Boole, 
.sur IfB nombres dejBenioulli, pour la pnUier dans les Siisung^ 
beriehie de la Société des Sciences de Bohème. Votre mardie esl 
4ftvidemment la meilleore cl la plus facile; mais, en suivant un autre 
cheniiny j*ai rencmitré une solution où entrent les nombres d'Euler 
qu'on définit par Fidentité 



cMjr I a I a*..sit 

à savoir 

Elle conduit à des relations, d'une part entre Et/ et de l'autre 
entre Et/.it en supposant \ = L Soit d'abord a ^ o mod4» vous 
vojes disparaître tous les nombres d'indice impair, et, si l'on fait * 2 
il ss 4'tf il vient, en remarquant que 

(— i)»s«-^» — »•*> — BtiH *•-•-♦- B^jm»-»— B«iti,ai>-« ^. . ., 
et, en divisant par a, 

(— ■)•*•• » a* --B|ii%a«-* -♦- Biiua»-*— • .. 

Soit m = 4» on aura — 4 = i6 — 4Ea» c'est4-dire E^ = 5, sans 
avoir à passer par E|. Soit en second lieu ii=s4mH*a, les coeffi- 
cients de £|, Et, ••• s'évanouissent, et l'on trouve, après avoir 
supprimé le facteur i et divisé par a*".* , l'égalité 

at«k «Ki»t — ;r"'*"'"^5 •••• 

Pour II = 6« on trouve, en partant de E| = i. Et = 6i • 
Je savais, depuis buit jours, par M. Tannerj que vous étiei mis 
au service des petites planètes ainsi que je vous l'avais fait prévoir. 
Hais j'espère que l'amour du ciel ne sera pas tellement exclusif 
qu'il vous empêche de songer à l'Analjse terrestre. C'est avec tous 
mes vœux, mon cher Ami, pour votre santé et pour le succès de 
vos nouvelles recherches, qui m'intéressent au plus haut point. 
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que je vous renouvelle l'assurance de mon alTection la plus dé- 
vouée. 

P.'-S. — J'avais autrefois trouvé une démonstration immédiate 
de la formule de Ncumann pour l'intégrale de seconde espèce de 
l'équation (j;> — i)X*^4- wX'=n(n 4- i)X;je ne puis absolument 
la retrouver; permettes^moi^ si vous en avez une, de vous prier de 
me la communiquer» 



431. •- iiERMITE A STiELTJBS. 

Paris, 9 décembre 1894. 



482. - IIERMITE A STIELTJES. 

Paris i5 décembre 1894* 
Mon Chre \mi, 

Vos amis de Toulouse viennent causer avec vous pour vous dis- 
traire; je ferai comme eux; je ne vous entretiendrai point de 
choses élevées et difficiles, mais d'une simple curiosité que j'ai 
trouvée dans un des derniers numéros du Bulletin^ à la page a3si. 

Elle consiste en ce que la quantité -^ — : —^ est toujours A peu 

près égale A 3; j'ai été fort surpris, rien ne me faisant soupçonner 
une telle singularité, et j'ai cl^erché à m'en rendre compte. Che- 
min faisant j'ai été amené A considérer la quantité un peu plus 

générale — ^ — » f et voici ce que j ai remarqué. 

On a d'abord 

n ^(<» -^ C08J?) sinay(gH-cosa?)«-^x(i-4'acoajp) 
* sÎDJP stn*â? 

On trouve aussi 

D«[sin^(a -h cosj^) — »{i -«- a cosx)] ae %\nx(ax — > a siD^r). 
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Pour a ss» ei les valeurs plus grandes, le seecHid i 

Fou fait varier jt de o à - » est positif; il en résulte que la quantité 

sinx(a + eosjr)«— dp(i-f*aeosx) est croissante; elle est donc 
ppsilîife puisqn*elle est nulle pour jr s=s o, et Ton en conclut que la 

fonction ^<^'j"^^^> ^st croissante* En fusant 4; = oet4r=:2ton 
siajr s 

a les valeurs a + i et — entre lesquelles elle reste comprise; 

faites maintenant a = a, elles deviennent 3 et ic/dont la diflTérence 
est, en effet, fort petite. 

J*observem£mequ*en faisanta = acosf onacosf x — sinâP<o 
pour les valeurs de jr moindres quef , comme on le voit aisément; 

par conséquent, ^^ T ^ est une fonction décroissante 

comprise entre les limites a cosf -4- 1 et -Zx — ^* 

Développons en série suivant les puissances de f ; les termes 
coïncident jusqu'à la quatrième puissance; voici, par suite, de nou- 
velles expressions qui varieront peu, comme la précédente. Je fais 

« . « . . Jp(/5-l-cosjr) . Jr(v^-«-OMJr) 
ossT-etossrce qui donne ^ . ' et ^^ . ^ ; me 

bornant à la seconde, elle donne aux limites les quantités i -|-^ 
et ^ V^ qui ne diff!èrent que très peu. On a, en eifet, sensible- 
ment - = I -f- — t car, en prenant pour valeur approchée de -p 

la réduite - » on trouve « = — • 

7 7 

La notion de genre, découverte par M. Weierstrass, m*a beau- 
coup frappé; je n*ai pas manqué de la signaler dans ma Préface; 
mais, pour l'amour du ciel, lises-ja avec indulgence lorsque vous 
Taures sous les jeux! 

En vous souhaitant de tout cœur que les forces vous reviennent^ 
et en vous priant, mon cber ami, de croire toujours à mon affec- 
tion bien sincèrement dévouée. 
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APPENDICE. 

LKTTRKS DB STIRLTiKS A M. MITTAG-LEKKLRII 
SUR LA FONCTION C(«) DE RIKMANN. 



MoxsiRVRt 



Lettre 1. 

Paris, 33 juillet i88S. 



En réponse à votre lettre que je viens de recevoir, je dois vousinrormcr 
que les recherches dont je me suis occupé dernièrement ne sont pa» 
encore prêtes à être terminées et me demanderont encore beaucoup de 
temps, tandis que d'autres devoirs mo forcent en ce moment de les aban- 
donner pour quelque tenip*. Je pense, du reste, à donner deux Mémoires 
sur ce sujet, le premier d'un caractère analytique, destine à l'étude de in 
fonction ((«) de Riemann et formant, à proprement parler, un commen- 
taire sur les quelques pages où Riemann a donne ses résultats. Dans ce 
* premier Mémoire, les considérations arithmétiques seraient limitées au 
strict nécessaire; le second Mémoire devrait contenir les conséquences 
arithmétiques et entre autres ce résultat que la fonction ^(x) de Tcheby- 
chef (somme des logarithmes des nombres premiers qui ne surpassent 
pas x) est exprimée par 

6(ip) as X -t- A v^ logar, 

A restant comprise entre deux limites finies. (On n'avait pas démontré 
encore que la valeur asymptotique de 0(x) est x.) 

Mais vous voyex bien, par ce qui précède, que je ne saurais, dès à pré- 
sent, fixer un temps où mon travail serait fini. Mais je vous promets vo- 
lontiers de destiner è votre Journal Tun des Mémoires que je veux consa- 
crer è cette matière. 



Votre bien dévoué, 

T.-J* Stibltjes. 
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Ayant raç« hier tioii« iHtvti je ai*eBipreiee de voae répesdlre ••••{ biea 
que je le peex. ea ee momeai. Lorsque j'aarai ea le tempe d'étadier bm» 
notes» je poarrai peat-étre eaeore ajoater qaelqae ekote è la Note ci* 
joiate. 

Qaoiqae daat imb travail j*aie pm comme poial de départ le MéaMNre 
de RiemaiiBv je me taie bieatôt coateaté d'aa bat plat madcsie. 

Eaeflèt» ea prenint F (m) daas le seas de Rieaiàaa, le bat de Riemaaa 
est d'obteair nMte/ormtU^ exacte poar calcaler F(«) et qai met ea évi- 
deaee ta partie principale. 

Je me sais proposé, aa coatraire, simplement de démontrer rigoarease* 
ment 



(A) «-Sg-Î-H-. 



et, après cela« d*éYalaer l'ordre de graadear de • 

Saas aacan doate, on a, t étaat an nombre positif plas graad qae - 
(mais qai pent en différer aassi pea qa*on veat), 

(B, „.£L»i^«<f),^ .>!. 

Un moment, j*ai cra avoir obteaa la démoastration de (B)| mais je me 

sait trompé et je ae peax démontrer (B) qae soas la coédition s > -r • 

4 

Qaant aa Mémoire de Riemaaa, j'appellerai votre atteation sar ce pas- 
sage (p. i39, ligne 9, e. d.) : • Hiervon wire allerdinp ein streager Beweis 
tu wOnschen».* da er Ittr den niehsten Zweck meiner Untersachaag 
entbehriich sehiea* » 

il me semble qae ces deralert mou : • Da er flkr den nAcbsten Zweck...» 
sont très coatesubles. 

En effet, poar parler rlgoareasemeat, il serait possible qae ((# ) eét nae 

racine de la forme • -h * / (le contraire n'est pas démontré). Mais alors on 
ne peat pas même condare de la formnle finale de Riemaaa 



lim Ai; : » i. 
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Je suis parvenu k démontrer la proposition concernant les racines de 
((/ ) B o, en étudiant la série 

I I I I I 

qui est convergente et définit une fonction analytique pour P. Ri > -• 

Mais, cela étant obtenu une fois, on peut en déduire, d'une manière 
relativement simple, 

lim jrtT-^ =1, 
lim i^j = o, i>y 

Donc, d'après mes recherches, je serais tenté de croire que, précisément, 
la principale difficulté réside dans cette proposition sur les racines de 

J*ai dû abandonner ces recherches par des circonstances qui m'ont em- 
pêché de travailler avec la liberté nécessaire d'esprit pendant de longs mois. 
Je dois ajouter aussi que j'aurais voulu prendre connaissance de travaun 
écrits par d'autres géomètres sur ce sujet. En effet, par un compte rendu 
dans le Bulletin de M. Darboux, j'ai appris qu'il a paru sur ce sujet un 
travail fort étendu en danois, et aussi M. Genochi semble s'en être occupé. 
Je n'ai pu consulter ces travaux, mais je ne puis point douter que l'on y 
renicontrera des éclaircissements auxquels j'ai travaillé de mon c6tc. 

Je n'ai point du tout parlé de votre question concernant la décomposi- 
tion de \{t)\ en effet, je vous demande un certain délai pour me retrouver 
dans ces questions. J'avais tâché aussi d'approfondir la nature de cette 
fonction ((«) au point de vue purement analytique, sans m'occuper de la 
question arithmétique. 

Il est certain que l'on aura des développements analogues concernant la 
distribution des nombres premiers, dans une série arithmétique quel- 
conque a^a-^-b^ a -h a 6, .... 

Veuilleir bien agréer, Monsieur, l'assurance de mes sentiments respec- 
tueux et dévoués. T.-J. Stikltjbs. 



Lettre 8. 

Toulouse, 1** avril 1887. 



MoNSiKi;», 



Comme je suis dans les examens de baccalauréat en ce moment, je n'ai 
pat le loisir actuellement de vous répondre aussi longuement que je le 
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4léflireniis. Mail J« doit vom i«Berei«r «iaeèiWMai Savoir hkm vovia 
écrire * M. Gnm et de B*aToir iadiqué le IniTail de Geaoehi. 

Lonq«e je Iravailiait tar ce tajel (été i883),. j'ai reiroaTé les réaaliait 
de M. Harwiu ei j'ai aiéMe poassé va pea plai loia bms recherches. Ea 
effet. J'ai obteaa les foacUoat aaaio^es A la foaetioii ((1) de lUeaMaa. 
^Sbit, par exemple. 



.. . I 1 I I 



aiora 



(!)' ' r(î±i)t<.)-/-(r:H..-'T-'U* 

Voaa ToycB qae le leeoad BMaihie ae ehaage pas ea rcBplaçaat s par i — f ; 



oa a 



^(l)sa *— 3e *. -^Se * — 



<o 



^f(t)- 



Celta denier* prapriéU reapUce iei b fenaak . 

•♦(») + i=4rî[a+(i)+i] 

qae Eieauaa eaipraate à Jacobi. 

Voas troaTcres toates les fonaales de ce geara daas m% Note Smr 
quelque» formuiet, eie, Ba écrivaat cette Note* je peasais eacore A pa- 
blier aies recherches^ mm qaelqaes Mois plas tard j'avais perda coarafe. 
CTest alors qae j'ai réaai sealeaMat qadqaes résaltats daas l'Article Sur 
queiyueê iniégraie» déj!n£eê{*). 

J'espère être A Béaie bieatôt poar voas écrire plas loagacBcat. 

Veaillea biea agréer, Moasieari reapressioa de mcs seatineau raspec- 
taeax et déroeés, T.-J. Stikltiks. 



( * ) Voir Smr queiqmn formui^lm qui m rupporumi à la iàéorië dm /omctiamê 
mtiipiiqueê (Veniagem em JHededeeiimgmm dtr Kemimkiijke AkademU vam 
IVeiemêekappem le AmuUrdam, 3« série, t. II, 1886, p. 101-104 ). — Sur ^neffutt 
êMtégraiet dêfimie$ {iàid., 1886, p. sio-sift). 
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Lettre 4. 

Toulouse, i5 avril 1887. 



Presse par un travail qui dçvait éire lerminë'à une époque donnée, j*ai 
dû ajourner jusqu'ici à vous écrire. J'entre en matière. 
En désignant par 

' X(n) 



y MA) 



t 

I 

l'a sirie obtenue par le développement du produit infini 

•^"'>-n(-?)' 

la convergence de la série pour s > - est une conséquence de ce temme. 
l/ex pression 

X(i)-+-X(a)-+- hX(n) 

V^ 

reste toujours comprise entre deux limites fixes. 

( Voir la théorie des sr>rics de cette espèce dans la Théorie des nombres 
Je Ixîjcunc-nirichict, Dcdckind.) 

Mais In déinonslraiion de ce ItMnme est purement aritlimétique et très 
difficile et je ne l'obtiens que comme résultat de toute une série de propo- 
sitions préliminaires. J'espère que cette démonstration pourra encore être 
simplifiée, mais en i883 j'ai déjà fait de mon mieux et envisageant encure 
la question d'une autre manière et en remplaçant ce lemme par un autre, 
d'une nature pareille toutefois. 

Mais vous voycç bien que je me suis éloigné ici tout à fait du Mémoire 
de Riemann, et des considérât io fis arithmétiques jouent le rôle principal 
dans mon travail. C'est pour cette raison que je crains bien d'avoir à vous 
désappointer concernant le Mémoire de Hiemann, car je suis loin d'avoir 
vaincu toutes les difficultés qu'il présente. 

Pour ne parler que de la principale difficulté, la décomposition de la 
fonction 



{(o=«(o)n(-s)' 



il me semble très difficile d'obtenir une démonstration rigoureuse de cette 

formule en suivant, la voie indiquée par Biemann. Il me semble qu'en con- 

n. 39 
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udéniat TcEpictsioM 

(«Dd wird IHr ein «MAdliclMt $ mur «aeadlicli wi« lfog#), il fiiadra pié» 
eiser la- Àtaièfe doat f d«vi«at iafiai. Par exempta oa aappotera qae 

I «B r(€oaf -t- i tiaf ) 

« ■' 

et qae r varia deo à», f rcfttaat aoattaat. Mais II faat alort eicepier les 
deax valevr» f s a, f s ic Ba lOBBe, je crois qa*il laadraii alors déaMiBirer 
la propositioa salvaata : 

Soit W«) «ae foaelioa holosMrplM daas loat le plaa» cisapposoasqa'oa 
sache qa^ 

/(rcosf *«-risiaf), 

(f coaçuatj r ^paHaai i^a o A oc) tead vers aéro pai|ir loates les valears de f 
€»cepiant eeriaimes vaieun partieuiièrts, alors oa a aécessaireBeal 

Je ae sais pas si la déMoasiraiioB de cette propositioa (A sapposer qa'elle 
soit vraie) préseate de graades difficaltës. J'aroae qae cette aiéthode ae 
plaît pas beaacoop et je a'ai gaère cherché à arriver aa bat de cette 
manière* 

Je crois platAt qa*oa parvieadra plas facileneat aa bot, ea coasidcraat 

d*abord la foactioa jttt ^^ o obteaaat la décoaipositioa ea fractioas 
simples à l'aide de l'iatégrale de Caachy 

à. peu près comaie oa obtieat la dècompositioa de cotangs (BaiOT et 
Bouquet, Fonctiont eiiiptiques^ p. a85). La seale dilficaltè alors est de 

t'(|V 

savoir cooimeat se comporte \tj^ poar des valcars / as a -h 6/ (a très 

grand, b fiai). Je ne crois pas qa*oa doit désespérer de vaiacre cette difli* 
collé ea partant de Tiatégrale de Ricmann. Et cela permettra alors aassi 
de préciser la propositioa regardant le aombre des raciaes de |(l) ss a. 

Da reste il ae peat y avoir le moiadre donte sar la vérité de cette 
formule ~ ^ . 

«(o-«c)n(-s)' 

Ea «dopUM cette foratale j'ai cdciiU les tommet - •» ■• 

at j'ai coacla de lA qae la plas petite raeiae a est A pea près as 14, S* * * 

Digitized by VjOOQIC 



APPUIDICB. 



Si voire alteniion t'est portée de ce c6ië tous aurez remarqué auMÎ sans 
doute que les coefficients du développement 

^^ ' z 1.^ i.a.3 

s'expriment de la manière suivante 



G ss 1-4- - -f-. 


.*i -logn, 


C-'^î^' ^. 


..-,-">;" l(iogn,., 


C,= <'"«"'+. 


..-H^'Y>' ^(logn)., 


C- ^'°«"* , . 


.(loB«)* . nos,.)*-. 



W =: «, 



n = », 



J*avai8 communiqué cette observation en i883 & M. Ilcrmite { > i ri 
M. Gram m'écrit qu'un de ses compniriotcs, M. Jcnsen, a retroiivi' n; 
résultat. 

Vu les grandes difficultés que présente encore la théorie de cette fonc- 
tion ((«) il ne sera pas inutile peut-être do tâcher d'approfondir la nature 
et les propriétés de celte fonction, sans viser dirccicnienl à ces questions 
qui sont nécessaires pour le Mémoire de Uieniann. Une dénion«lralion ana- 
lytique de la réalité des racines de £(/) est aussi très désirable. Mais ménic 

la proposition parliculièrc que ((/) n'a pas de racine de la forme a -h - î 

parait difficile a démontrer analyiiquement. 

J'ai vainement cherché à démontrer cela en partant de cette formule qui, 
d'ailleurs, parait propre pour ce but 

1 
y( /i) =3 somme des diviseurs de n. 

Je vous ai donné maintenant, Monsieur, un résume à peu près complet 
de ce que j'ai fait dans cette matière. Vous voyez que les dtfiicultés que 
présente l'étonnant Mémoire de Riemann sont loin d'être vaincues. Beau- 
coup de recherches sont encore nécessaires, et peut-être moi-même je 
pourrai encore revenir plus tard sur ce sujet. Mais à présent je m'applique 
--■-'---■■ 

( * ) Voir Corrcifiondance, t. I, lettre 75. 
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depvis quelques WÊioh déji^ à wi avtre Mj«t U^ difieile et la tliéQrie de» 
fonctioM ellipliqvet ci qéi demaade umm mm effoiU. 

Veaillet biea •gréer^ Moasicvr, TeupretiMMi de Met lealiicau respeo- 
VÊtnx et dévoaét. T.-J. Stutii». 

^##at dHmUrpréiaiiom d 'mm pauagû des Œwmrtê dm RUtmamm 
(p. iSS-iag). 

c Die Anzehl derWanela Toa ((l)80, lieras raellerTlieil awUcKea • aad 
T lieei. isi elwa 

deoB du I^tesral fdlùg^it) posiliv mm des Isbegriff der WertlM Toa 

I 'I 

i erstreckt, deraa imegûiftraa TheU swiseliea - 1 uad -* - 1 mmà deraa 

reeller TheU swische* o «ad T liegt, isi (bis aaf eiaea Braclilbeil Yoa der 

OrdnoBg der GrOese ~ j gleîeb (Tlog Tj i; diètes laiegrel eber, 

isi gleich der Ausbl der la diesem Gebiet liegeadea Waneln voa t(t)»0 
BolUpIiciri ail a«i. » 

Soit 
ett sorte que 

Alors, il résalte da MéBoirv de RieaisDB : 

I* Qae/(#) est um foaetioa îiolomorpbe dnss loat le piea et qai jovil 
de la propriété 

. /(«-«)-/(«): 

a* Qne Ict lén» ^/(<) oat lear partie réelle eoMpriae catre o et i; 
3* Qae /(«) cet réel et positif taat ^e « est réel. 

A3)=/(-«) = +2^ =+a,S7, 
/(4)-/(-3)=»+ —H «,6, 



/©-- 



i 
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DaM la figare oi-joiai« 



45S 



\ 





B' 


-f 


.,/. 




\t point A a poor Mxt ^ — Ti, 






* 

• 

1 




» B » i — Ti, 






1. 

j 




» C » i-^Ti, 






j 




» A' . i^Ti\ 





X- 


i 


^x 


» B' » H-Ti, 


1 - 






» C • -Ti, 










» D » -4-1, 










» E • H-a, 










» F » a-+-Ti. 


C 


r« 







Soîi / d\og/($) s P -4- Qi\ rintégralc étant prise sur une courbe quel- 
t/ 
conque. Il est clair que Q est alors la variation de l'arg^ument <)e /(s) le 
long de la courbe, 

Q» var.arg./(«). 

On a préféré, dans la suite, considérer la variation de l'argument de /(«) 

au lieu de / d\og/{$)f mais, au fond, cela revient à la même chose. 

•/ 

Considérons 

var.arg./(«) sur ABCA'. 

Comme /(«) a la même valeur en A' qu'en A, cette variation doit être 
un multiple de ait; donc 

var. arg./(s) S3 i/ii:, sur ABGA'. 

A cause de /(f) =3/(1— -s), il est clair que la variation de l'argument 
de /(s) sur A'B'C'A sera aussi anic, donc la variation de l'argument 
de /(f) sur le contour du rectangle BCB'C est 4^^^ «t le nombre des ra- 
cines de/(#) as o à l'intérieur du rectangle a an. Le nombre des racines 
à rintérieur du rectangle ODCB' est donc a n. 

Il est clair que 

var. arg./(«) sur DCA' s var. arg./(«) sur ABD 
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car Mr ABD les Yatears de/(#) soat coajagvéet 4« mUm Mr A'CD, 1 
eoaséqseat 

Tar.arg./(#)Kiiic» tw DCA'. 



Foar^«Toir 1« «iHBbre j» des radact d« /(«> «• o A I^MUéffJMr d« rae» 
Utt|;lé ODCB', il salfini doM de calcfder 

Tar. arf ./(#) Mr DCA% 

el de diviser par ie celle Tariaiioa. 

MeiftOBa 

var. arf ./(«) ■■ o, tar DBFGD 

et 

▼ar.arf./(«)KiO, tar DB; 

par eaaaéqaeal, aa a aaeai 

jtfc a var. arg./(«)^ aar BP€A' 
aa 

( j»« sa ver. arg./(f ), aar BF» 

I -4- var. arg ./(a), aar PA'. 



Oaa 



Cuiemidêvar,ar^.J{M). êmr BP. 

/(.)=î<îf±>r(l)«-5«.); 

var. arg./(a) « var. arg. a(a — i) -H var. arg. T f î j 

•4- var. arg. aT «-h var. arg« C(a) 
et il est dair qae Taa a 

var, arg. a (# — •) a a, 

^f T -2 -•!•»« 

var. arg. fE 's-*-iog«9 « «»e « , 



a est positif et aa pea plas petit qae se, c'est la saaiaM des dea& aagles POB 
PDB qai soat iafériea 
Sar la ligae BF, oa a 



et PDB qai soat iafériears * *• 



a»a-i-ftr, «réel; 
doac 

>.^v_, , r-<*loga r-<*logS 
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L'argumenl de C(#) en i^ro en E et ayant 

Ç(f)= l^iH- j; H. 51 t^....j 

.r ain(nog.) \ «io(nog3) ^ 1 ^ ii^,,,>^ 

ott voit que M resU toujours positif, car 

Il w* ^ 

»*>i-5i-3ï— .•->-6>* 

et N reste coroprit entre 

*(r.-i— )-*(ï-> 

En déterminant donc Tangle ^ entre o et - par la fornnvie 

langP» 

on aura 

var.arg. Ç(j) = »? — §<•<-+- 1. 

Reste & calculer 

var.arg. r(î) = yar.arg. r(i-+- *^), / de o è T; 

or cela est égal & Targumcnt final de rn-H^J» l'argument initial 
éunt«so;or 

(iT\ iT /iT\ 

1-*-— j=arg — -harg.r^— j 

= ^^arg.r(îl). 
Or on a, avec une erreur de Tordre i|^ $ 

ûrg.r(-)--log^---;j. 
[voir ma Thèse pour le doctorat (p. 3i)l; donc, en tomme, en négligeant 
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«ae petite ifMalité de Tordre « 



f 



Ter. erg* /(f) t»r EP 
^^ . T, • . T. T ' T « . w 

et Rm a; par eoaiéqiieal, ea aéflifeaat loajoart b> 

j,s«JLlogX^X^l^l±ii-4-Lw.arg,/(0 w Wk\ 
afE*afEafE4 x x. «^^^ 

• <«<«f . 

— i<a<4-i. 

Es adneuaat doac ^ae Toa paisse aégligef var. arg . /(s) sar FA'» •■ 
^ < approuMaiiveaieatY 

JSn log — — — 9 

eooforméaieat A nadicatioa de RieBaaa. 

Qaaai A rapproxiaiatioa de eeue espicssioa, poar la jeger, il faadrait 
ayoir uoe idée de la graadear de 

-• • '. 

▼an arg. /(f) sar FA', 



^Je erois aie rappeler qae j'ai fait qael^faes efforts daas eette diredioa, ^ 

^i a'oai pas ëlé loat A Util siériles, airts je ae saurais préciser ea ce bmh 
aseat saas étudier d'abord les aotes que j'ai prises sar ce sajet. I 

J'ajoa*erai seulemeat qae je ae vois pas coosaicat oa pourrait attacher ' 

aa sens précis A ces aiots de Rieaiaaa : m bis auf eiaea Brachtheil iroa 

der Ordaaag der GrOsse m •• Gela aie parait absolaaieat ea coatradictioa 

airec le lait que fiatégrale eoasidéiée doit être aa asaltiple de axî: T ^ 
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